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INTRODUCERE

Mecanica este acea stiinta a naturii care studiaza forma cea mai simpla de migcare
a materiei, migcarea mecanica.

Materia, miscarea, spatiul si timpul fac parte dintre conceptele cele mai generale ale
cunoagterii umane si sunt notiuni utilizate in stiinta.

Materia este ceva dat, care exista independent de observator si reprezinta reali-
tatea perceputa de observator. Proprietatea fundamentala a materiei este miscarea, un
fenomen care are loc in spatiu si in timp. Materia exista numai in forme si realitati
concrete.

Prima modalitate de existenta a materiei este substanta. Substanta are o structu-
ra discreta, fiind formata din particule (molecule, atomi, electroni, protoni, neutroni).
Substanta poate exista in diferite stari: solida, lichida, fluida, plasma. In cazul sub-
stantei in stare solida se introduce notiunea de corp solid. Substanta in stare lichida
sau fluida este desemnata doar prin cantitate si volum, fara a prezenta caracteristici de
forma.

O alta modalitate de existenta a materiei este cea a campurilor fizice de natura
gravitationala, electrica sau magnetica. Aceasta forma de existenta a materiei a fost
observata relativ recent (sec. XVIII). Campul fizic este conceput ca un mediu material
continuu, diferit de substanta. Aspectul cantitativ este dat de intensitatea campului,
care este in legatura cu densitatea de energie.

Miscarea este forma de manifestare a materiei in Univers. Migcarea are un caracter
relativ deoarece depinde de observator. Miscarea mecanica raportata la un sistem de
referinga fix (adica un sistem legat de un corp fix) se numeste migcare absoluta, iar
migcarea raportata la un sistem de referinta mobil se numeste miscare relativa. Deoarece
in Univers nu exista corpuri fixe, rezulta ca migcarea mecanica are un caracter relativ.

Repaosul este starea unui corp sau a unui sistem de corpuri a carui pozitie raportata
la un anumit sistem de referinta ramane neschimbata in timp. Repaosul este un caz
particular al miscarii gi are un caracter relativ ca si aceasta.

Migcarea materiei este un fenomen care are loc in spatiu si in timp. Spatiul si
timpul sunt forme fundamentale de existenta a materiei. Spatiul este o reprezentare
generalizata a dimensiunilor corpurilor si a distantelor dintre acestea. Timpul este
masura generalizata a intervalului dintre evenimente si a duratei evenimentelor.



Studiul stiintific al materiei nu se poate face cuprinzand toate aspectele concrete
de manifestare, deoarece numarul acestora este foarte mare. Fiecare ramura a stiintei
cerceteaza aspecte specifice unor nivele relativ distincte de organizare a materiei.

Obiectul mecanicii

Deosebirea si clasificarea formelor de miscare ale materiei este o operatie de modelare,
adica de simplificare a realitatii prin considerarea anumitor aspecte si neglijarea altora,
in functie de subiectul studiului. Exista cel putin cinci forme fundamentale ale miscarii
materiei: mecanica, fizica, chimica, biologica si sociala.

Aceasta clasificare a formelor de misgcare sta la baza clasificarii corespunzatoare a
stiintelor.

Primele aspecte ale migcarii materiei care au fost observate si studiate sunt si cele
mai simple. Acestea se refera la deplasarile relative ale corpurilor de dimensiuni ob-
servabile (macroscopice) si fac parte din migcarea mecanica. Migcarea mecanica este
cea mai simpla forma de miscare a materiei si reprezinta deplasarea materiei in spatiu
si in timp fara a se considera modificarile calitative ale materiei aflate in miscare.

Mecanica este stiinta fundamentala a naturii care studiaza miscarea mecanica, cea
mai simpla forma de miscare a materiei. Mecanica este prima dintre stiintele na-
turii, alaturi de fizica, care utilizeaza in cel mai inalt grad metodele matematice de
investigatie, in completare cu metodele experimentale.

Mecanica, considerata ca stiinta a migcarii mecanice, prezinta mai multe diviziuni:
mecanica generala sau clasica, mecanica fluidelor, mecanica relativista, mecanica cuan-
tica, astronomia.

Obiectul prezentului curs este mecanica generala, numita gi mecanica clasica.
Prin aceasta se intelege mecanica fundamentata de Galileo Galilei (1564-1642) si Isaac
Newton (1643-1727).

Mecanica generala studiaza forma cea mai simpla de miscare, adica deplasarea
in spatiu si in timp a corpurilor sub influenta interactiunilor reciproce dintre aces-
tea. Interactiunile dintre corpuri sunt apreciate prin forte: forte de greutate, forte de
inertie, forte de legatura, forte motoare aplicate corpurilor etc. Fortele luate in consi-
derare in mecanica clasica (mecanica newtoniana) sunt cu precadere fortele de natura
gravitationala si inertiala.

Gravitatia si inertia sunt doua dintre proprietatile cele mai importante ale materiei.

Gravitatia reprezinta proprietatea corpurilor de a se atrage reciproc.

Inertia reprezinta proprietatea corpurilor de a-gi conserva starea de repaos sau starea
de translatie rectilinie si uniforma si opozitia corpurilor la tendintele de modificare ale
acestor stari.

In mecanica clasici se considers corpurile alcatuite numai din substanta, facand
abstractie de campul propriu. Spatiul este tridimensional si euclidian, adica drept.
Timpul este unidimensional si apreciaza evenimentele i fenomenele in ordinea produ-
cerii acestora.



Studiul migcarii mecanice implica raportarea la un sistem de referinta, adica un
corp luat ca reper. Migcarea mecanica raportata la un sistem de referinta fix (un sistem
legat de un corp fix) se numeste migcare absoluta, iar migcarea raportata la un sistem
de referinta mobil se numeste miscare relativa.

Repaosul este starea unui corp sau a unui sistem de corpuri a carui pozitie in ra-
port cu un anumit sistem de referinta este neschimbata in timp. Repaosul este un caz
particular de miscare gi are un caracter relativ ca si aceasta.

Notiuni fundamentale in mecanica

Conceptele fundamentale in mecanica clasica sunt masa, spatiul si timpul.

Masa este o notiune caracteristica care masoara doua dintre cele mai importante
proprietati ale materiei: proprietatea de a produce camp gravitational si proprieta-
tea de inertie. Gravitatia este proprietatea corpurilor de a se atrage reciproc. Inertia
este proprietatea materiei sub forma de substanta de a-si conserva starea de miscare
mecanica pe care o are la un moment dat. Masa unui corp este masura inertiei sale in
miscare de translatie rectilinie gi uniforma.

Spatiul este o reprezentare generalizata a dimensiunilor corpurilor, a pozitiilor re-
ciproce si a distantelor dintre acestea. Spatiul este tridimensional, infinit si continuu,
adica din orice punct al spatiului se pot duce trei drepte reciproc perpendiculare. In
mecanica clasica spatiul este considerat omogen si izotrop, adica diferite portiuni ale
sale nu se deosebesc unele de altele.

Timpul reprezinta imaginea generalizata a intervalelor dintre evenimente gi a du-
ratei evenimentelor. Timpul este conceput ca un parametru continuu unidimensional
care se consuma intr-un singur sens (este ireversibil), fara nici o legatura cu observa-
torul, fiind nelimitat.

In mecanica clasica, notiunile fundamentale de masa, spatiu si timp sunt conside-
rate independente una de alta, avand proprietati absolute. De exemplu, daca doua
evenimente sunt simultane pentru un observator situat intr-un sistem de referinta,
acestea vor fi simultane gi pentru alt observator din alt sistem de referinta, indiferent
de miscarea sistemelor.

Modele simplificatoare ale mecanicii

Notiunea de sistem material ca obiect de studiu al mecanicii clasice poate sa cuprinda
unul sau mai multe corpuri macroscopice solide. Aceste corpuri sunt reprezentate
schematic sub forma unor modele mecanice care contin proprietatile esentiale din punct
de vedere al miscarii mecanice. In mecanica clasici nu se tine seama de structura dis-
creta a corpurilor, ci doar de masa acestora si de forma geometrica si eventual de unele
proprietati cum ar fi rigiditatea sau elasticitatea. Corpul material este modelul mecanic
prin care se reprezinta o masa finita (m), masa corpului, distribuita in mod continuu
intr-un volum finit (V'), volumul corpului.



Corpul solid rigid (rigidul) este un model de baza al mecanicii clasice, care neglijeaza
deformatiile corpului cand acestea sunt relativ mici si nu sunt relevante in studiul
miscarii mecanice.

Corpurile materiale studiate, deformabile sau rigide, se prezinta sub forme parti-
culare, avand denumiri si reprezentiri adecvate. In cazul cel mai general, corpurile
materiale sunt tridimensionale, avand un volum finit V' si o masa finita m, distribuita
in acel volum.

Daca una dintre dimensiunile corpului este relativ mica in raport cu celelalte doua si
poate fi neglijata, corpul se prezinta prin modelul denumit suprafata materiala, care are
o arie finita A gi o masa finita m, distribuita pe acea suprafata. Suprafetele materiale
pot fi placi, daca opun rezistenta la schimbarea formei, sau membrane, daca rezistenta
opusa la schimbarea formei este neglijabila. Modelul de placa isi conserva masa, forma
si aria, iar modelul de membrana 1si conserva numai masa.

Daca doua dintre dimensiunile corpului sunt relativ mici in raport cu cea de-a treia
si pot fi neglijate, corpul se prezinta prin modelul denumit linie materiala, care are o
lungime finita ¢ si o masa finita m, distribuita pe acea linie. Liniile materiale pot fi bare,
daca opun rezistenta la schimbarea formei, sau fire, daca rezistenta opusa la schimbarea
formei este neglijabila. Modelul de bara isi conserva masa, forma si lungimea, iar mo-
delul de fir 1si conserva numai masa gi lungimea, daca firul este considerat inextensibil
(nu se intinde).

Daca toate cele trei dimensiuni ale corpului sunt relativ mici, corpul se reprezinta
prin modelul de punct material.

Punctul material este un alt model de baza al mecanicii clasice prin care se loca-
lizeaza o masa intr-un anumit punct al spatiului tridimensional. Se face observatia
ca pentru asimilarea unui corp cu un punct material nu dimensiunile corpului sunt
importante, ci contextul problemei. Daca forma si dimensiunile corpului nu intervin
in studiul migcarii mecanice, atunci corpul poate fi reprezentat prin modelul de punct
material. Daca corpul care se reprezinta printr-un punct material are dimensiuni finite,
masa punctului material este, de asemenea, finita.

Un corp material de dimensiuni finite poate fi asimilat cu un sistem de puncte
materiale infinite ca numar, deoarece masa corpului este infinit divizibila odata cu
spatiul pe care il ocupa (volumul corpului).

Volumul i masa unui astfel de punct material sunt infinit mici (dV' si dm) si sunt
legate prin relatia

dm = p-dV, (*)

unde p este densitatea corpului in punctul respectiv.

Marimile fizice ale mecanicii clasice

O marime fizica este o caracteristica a unui corp material sau a unui proces fizic care
ofera informatii cantitative asupra subiectului. Exemple de marimi fizice care ofera



informatii despre un corp material: masa, dimensiunile, temperatura, sarcina electrica.
Exemple de marimi fizice care ofera informatii despre un proces fizic: viteza, acceleratia,
energia cinetica, lucrul mecanic. Toate marimile fizice au unitati de masura, fiind
exprimate printr-un numar (real) urmat de unitatile de masura respective.

Deoarece notiunile fundamentale ale mecanicii clasice sunt masa, spatiul si timpul,
unitatile de masura fundamentale sunt kilogramul, metrul si secunda.

Toate marimile fizice ale mecanicii clasice au unitati de masura care se exprima in
functie de unitatile de masura fundamentale. Marimile fizice care au alte unitati de
masura sunt temperatura gi marimile fizice de natura electrica gi magnetica.

De exemplu, viteza se masoara in metri pe secunda (m/s), iar acceleratia in metri
pe secunda la patrat (m/s?).
Forta se masoara in newtoni (/N) pentru care avem relatia

IN =1kg-m/s?

unitate de masura datorata lui Isaac Newton (1643-1727).
Lucrul mecanic si energia se masoara in jouli (J) pentru care avem relatia

1J=1N-m=1kg -m?/s*

unitate de masura datorata lui James Prescott Joule (1818-1889).
Pentru a defini o marime fizica este necesar sa se precizeze numarul care reprezinta
valoarea sa masurata gi unitatea de masura.

Unele marimi fizice sunt complet definite in acest mod, de exemplu masa corpurilor,
durata fenomenelor, temperatura corpurilor etc. Aceste marimi fizice se numesc marimi
scalare (scalari).

Alte marimi fizice, pentru a fi complet definite, pe langa valoarea masurata si uni-
tatea de masura, trebuie sa se precizeze si orientarea in spatiu: directia si sensul, uneori
si punctul de aplicatie. Aceste marimi fizice se numesc marimi vectoriale (vectori).

Ca exemple de marimi fizice vectoriale se dau: forta, viteza, acceleratia etc.

O marime fizica vectoriala se definegte printr-un vector si prin unitatea de masura.
Vectorul care exprima marimea fizica vectoriala se definegte prin trei proprietati: valoare
numerica, directie si sens. A patra proprietate este punctul de aplicatie, care trebuie
precizat In anumite cazuri: viteze si acceleratii, forte care actioneaza asupra corpurilor
elastice etc.

Principala marime fizica vectoriala in mecanica clasica este forta, ca masura a
interactiunii dintre corpuri. Fortele luate in considerare in mecanica clasica sunt fortele
de natura gravitationala si inertiala, neglijand aspectele electrice si magnetice ale feno-
menelor si procesele de dilatare termica. In particular, mai pot fi considerate si forte
de alta natura, de exemplu forte elastice.

Celelalte marimi fizice vectoriale din mecanica clasica sunt marimi rezultate din forte
(care se pot exprima in functie de o forta), cum sunt acceleratia, viteza, impulsul etc.
Exista si marimi fizice vectoriale independente de forta, care se pot defini in absenta
unei forte, cum sunt inductia campului magnetic si intensitatea campului electric.
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Modul de notare al unei marimi vectoriale (vector) trebuie sa permita distingerea de
o marime scalara (scalar). Astfel, vectorul se va nota cu o litera cu o sageata deasupra
(?, d,v), sau cu doua litere mari cu o sageata deasupra (@, (7)4, O?), prima litera
indicand originea (punctul de aplicatie), iar a doua litera varful vectorului, care da
valoarea numerica a acestuia.



11

Capitolul I

ELEMENTE DE CALCUL VECTORIAL
IN MECANICA CLASICA

I.1. Clasificarea marimilor fizice vectoriale

Asa cum s-a mai mentionat, o marime fizica vectoriala se defineste prin trei pro-
prietati: valoare numerica, directie si sens.

Directia unui vector este o dreapta din domeniul spatial de existenta al vectorului
care este paralela cu vectorul. Dreapta care este coliniara cu vectorul, adica dreapta
care se obtine prelungind vectorul dincolo de origine si de varf, se numeste dreapta
suport.

Reprezentarea grafica a unui vector este data in figura urmatoarea, unde notatiile
reprezinta :

— marime fizica vectoriala (vector)
dreapta suport (axa vectorului)

— punct de aplicatie

:lhgfl;cil
\

— versorul axei (A)

Se numegte versor al axei (A) un vector @ a carui lungime este egala cu unitatea de
masura a vectorului ¢. Versorul @ precizeaza un sens pozitiv pe axa (A). Daca vectorul
U are acelagi sens cu u, valoarea sa algebrica este pozitiva, daca are sens contrar cu o
valoarea algebrica este negativa.

Intre vectorul 7 si versorul axei sale se scriu relatiile

U=v-4 sau U= -1, (1.1)
v
unde v este valoarea algebrica a vectorului.
Prin modulul vectorului se intelege modulul valorii sale algebrice, un numar pozitiv

egal cu lungimea vectorului raportata la unitatea de masura. Se noteaza |0].
Versorul vectorului ¢ se definegte prin relatia

(1.2)
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Intre versorul axei (A) si versorul vectorului ¢ avem relatia

Uy = U, daca v >0,
(1.3)

—

iU, = —u, daca v <O.

Inlocuind notiunea de valoare numerica cu modulul si notiunea de directie cu dreapta
suport, se poate afirma ca un vector se defineste prin trei proprietati: modul, dreapta
suport gi sens.

In mecanica clasica se definesc urmatoarele categorii (clase) de vectori:

1. wectori liberi, a caror dreapta suport poate ocupa orice pozitie in spatiu, paralela
cu directia data, punctul de aplicatie nefiind precizat;

2. wectori alunecatori, a caror dreapta suport este fixa in spatiu si punctul de aplicatie
este liber pe dreapta suport;

3. wvectori legati, a caror dreapta suport este fixa in spatiu si punctul de aplicatie
este fixat pe dreapta suport.

Se pot da exemple fizice (marimi fizice vectoriale) corespunzatoare fiecarei categorii
de vectori.

Marimile fizice vectoriale care exprima intensitatea campurilor fizice sunt exemple
de vectori liberi.

Acceleratia gravitationala ¢, adica intensitatea campului gravitational terestru, se
prezinta ca vector liber intr-un spatiu cilindric vertical avand ca baza o suprafata teres-
tra suficient de mica pentru a neglija curbura Pamantului. Are valoarea g = 9,8 m/ 52,
directia verticala si sensul in jos.

Intensitatea campului electric B se prezinta ca vector liber intr-un spatiu cilindric
avand ca baze placile unui condensator incarcat electric. Se masoara in volti pe metru
(V/m) si are sensul de la placa incarcata pozitiv la placa Incarcata negativ.

Inductia campului magnetic § se prezinta ca vector liber intr-un spatiu cilindric
avand ca baze polii nord (N) si sud () ai unui magnet sau electromagnet. Se masoara
in tesla (T"), unitate de masura datorata lui Nikola Tesla (1856-1943), si are sensul de
la polul N la polul S.

Ca exemple de vectori alunecatori se pot da fortele care actioneaza asupra corpurilor
solide rigide (nedeformabile) si forta de tensiune dintr-un fir intins, daca firul este
inextensibil.

Ca exemplu de vectori legati, adica vectori la care trebuie precizat punctul de
aplicatie, se dau viteza si acceleratia unui punct material in miscare, forta de greu-
tate a unui corp solid, care are punctul de aplicatie in centrul de greutate, fortele care
actioneaza asupra corpurilor solide elastice etc.
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1.2. Principiile mecanicii clasice

Principiile mecanicii clasice, numite si axiome, sunt enunturi ce nu pot fi demonstra-
te complet pe cale teoretica sau experimentala, fiind adevaruri necesare construirii unor
teorii compatibile cu experientele si observatiile asupra naturii.

Principiile mecanicii clasice au fost formulate prima data de catre Isaac Newton, de
aceea se mai numesc principiile mecanicii newtoniene.

In anul 1686 (5 iulie), Isaac Newton a publicat lucrarea Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica in care a prezentat ideile sale gi ale predecesorilor sai, in special
ale lui Galileo Galilei. In aceastd lucrare sunt prezentate trei principii fundamentale
ale mecanicii, numite aziome sau legile miscarii:

1. Orice corp isi pastreaza starea de repaos sau starea de migcare uniforma in linie
dreapta, daca nu este constrans de forte imprimate sa-si schimbe starea.

2. Variatia miscarii este proportionala cu forta motoare imprimata si este dirijata
dupa linia dreapta in lungul careia este imprimata forta.

3. Reactiunea este totdeauna contrara si egala cu actiunea sau actiunile reciproce a
doua corpuri sunt totdeauna egale si dirijate in sensuri contrare.

La aceste axiome, Newton a mai adaugat sase corolare, dintre care se prezinta doua:

Corolarul 1. Un corp sub actiunea a doud forte unite descrie diagonala unui parale-
logram in acelagi timp in care ar descrie laturile sub actiunile separate ale fortelor.

Corolarul 5. Miscarile corpurilor inchise intr-un spatiu dat sunt aceleasi intre ele, fie
ca acel spatiu se afla in repaos, fie ca se misca rectiliniu si uniform, fara miscare de
rotatie.

In aceste enunturi, prin miscare uniforma se intelege miscare cu viteza constanta,
iar prin variatia miscarii se intelege acceleratia.

Mai tarziu, denumirea de corp, folosita de Newton in formularea legilor miscarii a
fost inlocuita cu cea de punct material, notiune introdusa de Leonhard FEuler (1707-
1783). Corolarul 1, cunoscut mai ales sub numele de regula paralelogramului, nu se
poate deduce din primele trei legi (axiome) si a fost introdus ulterior in randul acestora
sub denumirea de principiul paralelogramului sau principiul actiunii fortelor.

In prezent, sunt acceptate patru principii fundamentale ale mecanicii clasice (new-
toniene) pentru care se dau urmatoarele formulari:

1. Principiul inertier. Un corp igi pastreaza starea de repaos sau de translatie rec-
tilinie si uniforma atat timp cat asupra sa nu actioneaza nici o forta.

2. Principiul actiunit fortei. O forta imprima unui punct material o acceleratie egala
cu raportul dintre forta si masa punctului material.

3. Principiul actiunii si reactiunii. In cazul interactiunii a doua corpuri aflate in
contact, forta cu care primul corp actioneaza asupra celui de-al doilea este egala
in modul, pe acelasi suport si in sens contrar fortei cu care cel de-al doilea corp
actioneaza asupra primului.
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4. Principiul paralelogramului fortelor. Actiunea a doua forte asupra unui punct
material poate fi inlocuita printr-o singura forta care actioneaza pe diagonala
paralelogramului format de cele doua forte.

Se face observatia ca formularea primului principiu (principiul inertiei) este rela-
tiva, deoarece starea de repaos sau de miscare rectilinie si uniforma depinde de starea
sistemului de referinta. In conformitate cu acest principiu, un reper aflat in migcare
rectilinie gi uniforma se numeste reper inertial.

Principiul al doilea, care se mai numeste principiul coliniaritatii fortei cu acceleratia,
se exprima prin relatia

F =ma, (1.4)

denumita ecuatia fundamentala a mecanicii, unde ? este forta care actioneaza asupra
punctului material de masa m si @ este acceleratia.

Se mentioneaza ca regula paralelogramului pentru compunerea fortelor este cunos-
cuta din antichitate, dar enuntul riguros a fost dat de Simon Stevin (1548-1620), Pierre
Varignon (1654-1722) si Isaac Newton.

I1.3. Operatii definite pe multimea vectorilor liberi

La cursurile de matematica s-a aratat ca spatiul tridimensional al geometriei ele-
mentare, construit axiomatic pe baza notiunilor de punct, dreapta si plan, admite o
structura de spatiu euclidian, fiind omogen, izotrop si infinit. Spatiul euclidian tridi-
mensional se noteaza F3. Un vector liber ¢ este definit ca segment orientat in spatiul Ej:

7= AB, (1.5)

cu observatia ca punctele A i B pot ocupa orice pozitii in spatiul Ej3, in conditiile in
care marimea, directia gi sensul raman aceleasi.

Multimea vectorilor liberi din spatiul E3, notata V3, prezinta o structura de spatiu
vectorial. Multimea V3 este un grup algebric abelian pe care s-au definit operatiile de
adunare si de Inmultire cu un scalar ([10], [15]).

Daca v, U5 si ¥ sunt vectori apartinand multimii V3 si A este un numar real, atunci
vectorii § g W apartin, de asemenea, multimii Vj:

W o= A, AeR (1.7)
Avem N
T+ 0=0s 1-7=70, (1.8)

unde 6) este elementul neutru la adunare gi 1 este elementul neutru la inmultire.
Vectorul suma § este dat de regula paralelogramului, enuntata anterior ca principiu

al mecanicii clasice, iar vectorul produs w este un vector paralel cu vectorul factor v,

avand acelasi sens daca scalarul A\ este pozitiv gi sens contrar daca A este negativ.
Operatiile definite pe multimea V3 prezinta urmatoarele proprietati.
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Operatia de adunare a vectorilor liberi din V5 este comutativa si asociativa:

?71 + 172 == ’172 -+ ?71 (19)
(U1 4+ Uo) + 03 = 01 + (Up + U3), (1.10)

unde 73 este un alt vector din multimea V3.
Operatia de inmultire cu un scalar a vectorilor liberi din V3 este distributiva fata de
adunare:
AU + Ua) = AU} + M. (1.11)

Reprezentarea grafica a regulii paralelogramului la adunarea a doi vectori ¥ si ¥y
este data in figura urmatoare.

21

V2 ______ S \_/2

/
=\, v
Figura I.1. Adunarea vectorilor liberi

In figurd s-a reprezentat si varianta simplificatd a regulii paralelogramului, numit
requla triunghiulus.

Daca se aduna mai multi vectori liberi, regula triunghiului se extinde in regula
poligonului. Se reprezinta vectorii pe o linie poligonala dupa directiile acestora. Fiecare
vector, cu exceptia primului, are originea in varful vectorului anterior. Vectorul suma
§ se obtine unind originea primului vector cu varful ultimului vector. Pentru adunarea
a trei vectori liberi avem
(1.12)

Figura I.2. Adunarea vectorilor liberi cu regula poligonului

In legatura cu regula poligonului se fac urmatoarele observatii:

1. Ordinea de adunare a vectorilor este arbitrara, deoarece adunarea este comutativa
si asociativa. Pentru aceeasi suma se pot construi mai multe poligoane.

2. Denumirea de regula poligonului este improprie, deoarece suporturile vectorilor se
pot intersecta in mai multe puncte, caz in care suma este compusa din mai multe
poligoane. De asemenea, daca vectorii adunati nu sunt coplanari, figura obtinuta
nu este un poligon plan.
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Doi vectori liberi apartinand multimii V3 se numesc opugi daca au acelagi modul,
aceeasi directie si sensuri opuse (contrare). Opusul unui vector o este vectorul (—7).

Daca v; si v sunt vectori apartinand multimii V3, operatia de scadere a vectorului
Uy din vectorul ¢ este echivalenta cu adunarea vectorului o) cu vectorul (—u):

—

d=0, — Uy =1 + (~). (1.13)

Reprezentarea grafica a regulii paralelogramului la scaderea vectorilor este data in
figura urmatoare:

Figura [.3. Scaderea vectorilor liberi

Vectorul diferenta d se obtine unind varful vectorului scazut v, cu varful vectorului
descazut v;.

Se face observatia ca scaderea vectorilor nu este o operatie independenta, fiind tot
o adunare.

In afard de cele doui operatii care definesc structura de grup algebric abelian a
spatiului vectorial V3 al vectorilor liberi, adunarea si inmultirea cu un scalar, se mai
definesc doua operatii. Acestea sunt produsul scalar si produsul vectorial, care au fost
introduse din necesitatile de calcul ale mecanicii si fizicii.

Pentru definirea acestor operatii se considera doi vectori v si v5 apartinand multi-
mii V3.

Produsul scalar al vectorilor v si U5, notat ¥; punct v, este o marime scalara egala
cu produsul modulelor celor doi vectori §i a cosinusului unghiului dintre acestia:

Uy - Uy = |0y - |Ua] - cos @, (1.14)

unde s-a notat 6 unghiul dintre vectorii ¥ §i U, 0 = X(01, U).
Produsul vectorial al vectorilor v si U5, notat ¢ ori v, este un vector p:

ﬁ: ’17:1 X '172, (115)
definit prin urmatoarele proprietati:

— modulul este egal cu produsul modulelor celor doi vectori si a sinusului unghiului

dintre acestia,
p] = [th] - |th] - sind, 0 € (0% 180°]; (1.16)

— directia este perpendiculara pe planul determinat de cei doi vectori, considerati

cu originea in acelagi punct,
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— sensul este dat de regula burghiului drept sau regula mainii drepte, adica diedrul
(U, U, P) este drept orientat, la fel ca reperul triortogonal OXY Z.

Regula burghiulur are urmatorul enunt;:

Se orienteaza burghiul perpendicular pe planul vectorilor si se roteste astfel
ca primul vector al produsului (V) sa se suprapund pe al doilea vector (Uy)
printr-o rotatie de unght minim; sensul de inaintare al burghiului da sensul
vectorului produs p.

Operatiile de inmultire scalara si de inmultire vectoriala prezinta urmatoarele pro-
prietati.
Produsul scalar este comutativ gi distributiv in raport cu adunarea vectorilor:

—

Ul'ﬁg = 172'171 (118)
Ty (Ty+0y) = Oy 0+ 0 - s, (1.19)

unde v3 este un alt vector din multimea V3.
Produsul vectorial este anticomutativ si distributiv in raport cu adunarea vectorilor:

171 X 172 = —172 X 171 (120)

171 X (172 + 173) = 171 X 172 +’(71 X 173, (121)

unde 73 este un alt vector din multimea V3.
In legatura cu produsul scalar gi produsul vectorial se fac urmatoarele observatii:
Daca produsul scalar a doi vectori este nul, vectorii sunt perpendiculari:

271 . ’172 =0<¢+— 171 1 ’172. (122)
Daca produsul vectorial a doi vectori este nul, vectorii sunt paraleli:

— — —> — —

U1 XUy = 0 +— 17 || Vy. (123)

Un vector inmultit scalar cu el insusi este egal cu patratul modulului sau. Un vector
inmultit vectorial cu el insusi este egal cu zero (vectorul zero):
— — —| — — %
v-v=|v? Uxv=0. (1.24)
In plus fata de cele patru operatii de baza definite pe multimea vectorilor liberi
V3, se mai definesc doua operatii compuse. Pentru aceasta, se considera trei vectori
U1, U, U3 apartinand multimii V3.
Dublul produs vectorial a trei vectori este un vector ¢ definit prin relatia

—

g = U1 X (U X U3). (1.25)

Formula de descompunere a dublului produs vectorial este cunoscuta de la cursul

de algebra ([5], [9]): L

(TZ (Ul : ’U3)?72 — (?71 . 172)’(73 (126)
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Produsul mixt a trei vectori este o marime scalara definita prin relatia
(V) X Uy) - U3 =P+ U, p= U X Uy, (1.27)

unde p este produsul vectorial al vectorilor ¥ si 5.
Produsul mixt are aceeasi valoare absoluta, indiferent de ordinea factorilor. Daca
se inverseaza doi factori, semnul produsului se schimba:

(?71 X 172) . 173 = —(171 X 173) . _’2, (128)

(171 X 172) . 173 = —(173 X 172) . _)1. (129)

Cele patru operatii de baza cu vectori liberi, adunarea, inmultirea cu un scalar,
produsul scalar gi produsul vectorial, la care se adauga cele doua operatii compuse,

dublul produs vectorial gi produsul mixt, constituie baza calculului vectorial al mecanicii
si al fizicii.

I.4. Proiectia unui vector pe o axa

Se considera un vector ¥ gi o axa (A) de versor i, |i] = 1. Se noteaza # unghiul
dintre vectorul ¢ si versorul .

Se numeste proiectie a vectorului ¥ pe axa (A) marimea scalara egala cu produsul
dintre modulul vectorului v i cosinusul unghiului dintre vectorul ¥ si versorul u:

pr(a) U = |0] cos § (1.30)

(A)

c |

Figura [.4. Proiectia unui vector pe o axa

Conform definitiei produsului scalar, avem:
U4 = |0]- || cos§ = |U] cos b, (1.31)
ceea ce permite scrierea egalitatii
pray U = v, (1.32)

deci proiectia vectorului ¥ pe axa (A) este egala cu produsul scalar dintre vector si
versorul axei.
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Observatie. Proiectia este pozitiva daca unghiul 6 este ascutit si negativa daca unghiul
0 este obtuz. Daca U L (A), proiectia este zero.

I.5. Expresia analitica a unui vector

Se numeste baza in spatiul vectorial V3 o multime compusa din trei vectori liniar
independenti ([10], [15]):
B ={é), é,, €3} (1.33)

La cursul de algebra s-a demonstrat ca pentru orice vector v apartinand multimii V3
exista trei marimi scalare aq, as, az, unic determinate, numite coordonatele vectorului
in baza B, pentru care avem

17:CL1 51—1-&252‘1'@353. (1.34)

Se considera un reper triortogonal O XY Z atasat spatiului vectorial V3 si se noteaza
1,7, k versorii axelor de coordonate, vectori de modul egal cu unitatea care precizeaza
sensurile pozitive ale axelor OX,0Y,0Z.

Versorii i, j, k constituie o baza ortonormata in spatiul vectorial V3, adica avem:
(1.35)

Pentru orice vector v apartinand multimii V3 se poate scrie expresia analitica in
reperul OXY Z sub forma
T=v,0+v,] + 0.k, (1.36)
unde v,, vy, v, sunt coordonatele vectorului in baza ortonormata (1,7, IZ)
Coordonatele v, vy, v, se mai numesc componentele scalare ale vectorului v si repre-
zinta proiectiile vectorului pe axele de coordonate:

- —

1, vy =U- ], v, =7k (1.37)

<y

Ve =

Modulul vectorului este dat de relatia

7] = /02 + 02 + 02, (1.38)

Figura I.5. Descompunerea unui vector in baza ortonormata
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Componentele vectoriale ale vectorului ¢’ in baza ortonormata (z, 7, k) sunt

— —

Up = Vg8, Uy =10y,7, U,=01,k, (1.39)
trei vectori coliniari cu axele de coordonate a caror adunare are ca rezultat vectorul :

U= U, + Uy + 0,. (1.40)

I.6. Extinderea operatiilor cu vectori
de pe multimea vectorilor liberi

Toate cele patru operatii de baza definite pe multimea vectorilor liberi se aplica si
pentru celelalte doua categorii de vectori, alunecatori si legati.

inmul@irea cu un scalar este o operatie care se aplica pentru toate categoriile de
vectori: liberi, alunecatori si legati. Rezultatul este un vector de aceeasi natura, cu
unele exceptii. In mecanica clasici, rezultatul inmultirii unui vector cu o marime scalara
nu este neaparat un vector de aceeasi natura (categorie). Ca exemplu se da forta de
greutate a unui corp solid, Zf = mg, unde acceleratia greavitationala g este vector liber
si greutatea G este vector legat de centrul de greutate.

Adunarea vectorilor este o operatie care se aplica numai intre vectori de aceeasi
categorie. Se pot aduna doi sau mai multi vectori liberi, vectori alunecatori cu suporturi
concurente (care se intersecteaza) in acelagi punct sau vectori legati de acelagi punct.
Rezultatul este un vector de aceeasi natura: un vector liber, un vector alunecator al
carui suport contine punctul de concurenta, respectiv un vector legat de acelagi punct
ca vectorii adunat;i.

Exista si exceptii de la aceste reguli, impuse de necesitatile de calcul analitic. De
exemplu, suma a doi vectori alunecatori cu suporturi neconcurente gi neparalele se
definesgte in mod conventional ca vector liber in cazul calcularii rezultantei a doua forte.
De asemenea, se defineste si suma vectorilor legati de puncte diferite, de exemplu, in
cazul calcularii centrelor de greutate.

La adunarea vectorilor alunecatori cu suporturi concurente in acelasi punct gi a
vectorilor legati de acelagi punct se aplica regula paralelogramului, respectiv regula
poligonului daca se aduna mai mult de doi vectori, ca si la adunarea vectorilor liberi.

Punctul din care incepe constructia poligonului este punctul de concurenta al su-
porturilor in cazul adunarii vectorilor alunecatori, respectiv punctul comun de aplicatie
in cazul adunarii vectorilor legati. Numai primul vector al sumei, ales arbitrar, este
pe suportul sau, pentru ceilalti vectori fiind construite suporturi paralele (suporturi
aparente). In afard de primul vector al poligonului, ceilalti vectori sunt vectori echipolenti
cu vectorii dati, adica vectori paraleli, avand acelasi modul si acelasi sens.

Reprezentarea grafica a regulii poligonului la adunarea vectorilor alunecatori con-
curenti sau a vectorilor legati de acelasi punct este data in figura urmatoare:
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Figura [.6. Adunarea vectorilor alunecatori concurenti
sau a vectorilor legati cu regula poligonului

Pentru adunarea a trei vectori alunecatori cu suporturi concurente sau a trei vectori
legati de acelasgi punct, vectorul suma este

§'= U1 + Uy + U3, (1.41)

respectiv
U1 + Uy + T, (1.42)

unde 77, este un vector paralel cu v, avand acelasi modul si acelasi sens, iar v este un
vector paralel cu v3, de acelagi modul si acelasi sens.

Produsul scalar si produsul vectorial sunt operatii care se aplica intre vectori de
aceeasi categorie sau de categorii diferite. Rezultatul produsului scalar a doi vectori
este o marime scalara, iar rezultatul produsului vectorial este un vector de aceeasi
categorie (clasa) cu unul dintre vectorii factori.

g

I.7. Expresiile analitice ale operatiilor cu vectori

Pentru a prezenta expresiile analitice ale operatiilor cu vectori se considera doi
vectori liberi a si b apartinand multimii V3. Se raporteaza acesti vectori la un reper
triortogonal OXY Z cu versorii axelor de coordonate ;,;, E, atasat multimii V3.

Expresiile analitice ale vectorilor @ si b in reperul OXY Z sunt

Q=api+a,j+ak,  b=b,T+b,T+0b.k, (1.43)

unde a,, a,, a, sunt componentele scalare ale vectorului @, iar b,, by, b, sunt componen-
tele scalare ale vectorului b.

Operatiile de baza in calculul vectorial sunt inmultirea cu un scalar, adunarea,
produsul scalar si produsul vectorial.

1. inmul’girea cu un scalar. Prin inmultirea vectorului @ cu un scalar \ se obtine
vectorul v dat de relatia
v=XAd, XeR, (1.44)

avand aceeagsi directie cu vectorul @, acelasi sens daca A este pozitiv, sens contrar daca
A este negativ.
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Relatia intre modulele vectorilor este

~ . Al@l, pentru A >0,
F=-ja =4 ¢ (1.45)
—Al@|, pentru A <O.
Expresia analitica a vectorului produs este
ﬁ:Aaxz?—i—/\ayf—i—)\azE, (1.46)
avand componentele scalare
Uy = Ay, Uy =Aa,, U,=\a,. (1.47)

2. Adunarea vectorilor. Prin adunarea vectorului @ cu vectorul b se obtine vectorul
suma § dat de relatia

§=a+0b, (1.48)

care se obtine grafic prin regula paralelogramului.

Figura [.7. Regula paralelogramului la adunarea vectorilor

Observatie. In cazul adunérii vectorilor liberi punctul P este arbitrar, in cazul adunarii
vectorilor alunecatori concurenti punctul P este punctul de intersectie al suporturilor,
respectiv punctul de legatura in cazul adunarii vectorilor legati.

Expresia analitica a vectorului suma este

§= (ag +ba) i+ (ay +by) T+ (a2 +b.) k, (1.49)
avand componentele scalare
Sy =0y +by, sy,=a,+b, s,=a,+0,. (1.50)

Operatia de adunare a vectorilor este comutativa si asociativa:

i+b = b+a, (1.51)
(G+b)+¢ = d+ b+, (1.52)

unde ¢ este un alt vector din multimea Vj.
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3. Produsul scalar. Prin inmultirea scalara a vectorului @ cu vectorul b se obtine
un scalar egal cu produsul modulelor celor doi vectori si a cosinusului unghiului dintre
vectori:

-

q-b=|al - |b|-cos(a,b). (1.53)

Expresia analitica de calcul a produsului scalar este ([5], [9], [24]):

—

a-b=azb, +ayb, + a,b,. (1.54)

Produsul scalar este comutativ si distributiv in raport cu operatia de adunare a
vectorilor:

i-b = b-a (1.55)
i-(b+¢ = d-b+a-é (1.56)

unde € este un alt vector din multimea V3.
Conform definitiei, produsele scalare ale versorilor axelor de coordonate sunt:

7=0,7-k=0,k-i=0. (1.57)

-, -

=?=1j]-j=2=1k-k=k=1,1

4. Produsul vectorial. Prin Inmultirea vectoriala a vectorului @ cu vectorul b se
obtine un vector p dat de relatia
p=daxb, (1.58)

care are modulul egal cu produsul modulelor celor doi vectori si a sinusului unghiului
dintre vectori, directia perpendiculara pe planul determinat de cei doi vectori si sensul
dat de regula burghiului drept, adica diedrul (@, b, p) este drept orientat, la fel ca reperul
triortogonal OXY Z.
Avem:
|pl = |d]| - |b| - sin(a@,b), pLda, pLb. (1.59)
Expresia analitica de calcul a produsului vectorial este ([5], [9], [24]):
7= (ayb, — a.b,) i+ (a:by — azb.) J + (azb, — ayby,) K, (1.60)
avand componentele scalare

Dz = ayb, —azb,, p, = a.b, —ab,, p,=azb, —ayb,, (1.61)

expresie care se poate scrie sub forma urmatorului determinant algebric de ordinul trei:

17k
P=|a, a, a.|. (1.62)
by, b, b,
Produsul vectorial este anticomutativ si distributiv in raport cu adunarea vectorilor:
ixb = —bxa, (1.63)
Ax(b+d) = axb+axd (1.64)

unde ¢ este un alt vector din multimea V3.
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Conform definitiei, produsele vectoriale ale versorilor axelor de coordonate sunt:

— - - - - - - - -

ixi=0, jxJ =0, kxk=0, 1 X j E, xk=1 kxi =7J. (1.65)
Expresiile analitice de calcul ale produselor scalar si vectorial se demonstreaza pe
baza definitiilor acestora si sunt cunoscute de la cursul de algebra ([5], [9], [24]).
Produsul scalar si produsul vectorial prezinta urmatoarele consecinte, frecvent folosite
in calculul vectorial.
Daca produsul scalar a doi vectori este nul, atunci vectorii sunt perpendiculari (si
reciproc):
a-b=0+—>ad.lb. (1.66)
Daca produsul vectorial a doi vectori este egal cu zero, atunci vectorii sunt paraleli
(si reciproc):
— ' —> — T
axb=0+—alb. (1.67)
Produsul scalar al unui vector cu el insusi este egal cu patratul modulului sau a
valorii sale algebrice. Produsul vectorial al unui vector cu el insusi este egal cu zero:
%

a-a=|a*=d* axa= 0. (1.68)

Se considera un al treilea vector ¢ apartinand multimii V3. Expresia analitica a
vectorului ¢ in reperul OXY Z este

E=cpi+cy)+ . k, (1.69)

unde ¢, ¢, ¢, sunt componentele scalare ale vectorului.
Operatiile compuse in calculul vectorial sunt dublul produs vectorial si produsul
mixt a trei vectori.

5. Dublul produs vectorial a trei vectori este un vector ¢ dat de relatia:
7=ax (bxa). (1.70)

Formula de dezvoltare a dublului produs vectorial este

—

q=(a-&b— (@ by, (1.71)

demonstrata la cursul de algebra ([5], [9], [24]).
Dublul produs vectorial este egal cu zero daca si numai daca vectorul a este per-
pendicular pe planul determinat de vectorii b si € sau daca vectorii b si € sunt paraleli.

ST

6. Produsul mixt a trei vectori este un scalar dat de relatia

— - (bxa). (1.72)
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Expresia analitica de calcul a produsului mixt este cunoscuta sub forma unui de-
terminant algebric de ordinul trei avand pe linii componentele scalare ale vectorilor in
ordinea factorilor din produs ([5], [9], [24]):

. Uy Gy Q
G- (bxe&)=|b, b, b.|. (1.73)

Cx Cy C

—

Produsul mixt nu se modifica daca vectorii factori @, b, ¢ sunt permutati circular, adica
G-bxd)=0b-(xa=2c (@xb). (1.74)

Daca se inverseaza ordinea a doi factori, produsul mixt are aceeasi valoare absoluta
cu semn schimbat:

—b-(@xd)=a - (bxd)=—c-(bxa). (1.75)
Produsul mixt a trei vectori este nul in urmatoarele conditii:

— daca cei trei vectori sunt coplanari,

— daca doi vectori sunt paraleli.

I.8. Momentul polar al unui vector alunecator

Se considera un vector alunecator ¢ cu dreapta suport (A) raportat la un reper
triortogonal OXY Z. Se numeste moment polar al vectorului ¢ in raport cu polul O un
vector care este egal cu produsul vectorial dintre vectorul de poz ge al unui punct de

pe suportul (A) in raport cu polul O si vectorul dat. Se noteaza M () :
Mo(0) =7 x 7, (1.76)

unde 77 = O?, P e (A).

Momentul polar nu depinde de alegerea punctului de pe suport, P € (A). Con-
siderand un alt punct P, € (A), se scrie urmatoarea relatie vectoriala intre punctele
O, P si P, (legea de variatie a coordonatelor la translatia axelor):

OP, = OP + PP,, #, = i+ PP, (1.77)
Avem . N N
M(7) =7 x 7= OP, x 7= (OP + PP,) x &
(1.78)
() ?xv—i—P—PixU:O XU=7rXxXU= ]\—/[>()

deoarece vectorii PP si v sunt coliniari, produsul vectorial fiind egal cu zero.
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Figura [.8. Momentul polar al unui vector alunecator

Se construieste OPy L (A), Py € (A) si se noteaza b = OF,, segment numit braful
vectorului v. Modulul momentului polar este

- o e i = -
[Mo(¥)| = |7 - [0] - sin(F, ) = b - [d], (1.79)
deoarece in triunghiul dreptunghic OF, P se verifica relatia
b = |r] - sin(7, V). (1.80)

Relatia (1.79) pune in evidenta ca locul geometric al punctelor din spatiu in raport
cu care vectorul are acelagi moment polar este o dreapta paralela cu suportul vectorului
care contine punctul O.

I.9. Legea de variatie a momentului polar la schimbarea polului

Se considera un alt punct @), diferit de O, si se defineste momentul polar al vectorului
U In raport cu polul Q:

_>
Mo(0) =7 x 7, (1.81)

—
unde ¥ = QFP', P' € (A).
Intre punctele O, P gi P’ se scrie urmatoarea relatie vectoriala (legea de variatie a
coordonatelor la translatia axelor):

—  — —
OP =00+ QP + PP, # =00+ + P'P. (1.82)
Inlocuind in relatia momentului polar in raport cu polul O ((1.76)), se obtine

]\7/0() — FxT=0Dx7
—
Mo(@) = (0G+QP +PP)x

<y

<y

%
Mo(7) =00 x G+ 7 x T+ PP x7, (1.83)
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relatie care se scrie sub forma

Mo(7) = Mo(@) + 00 x 7, (1.84)

ultimul produs vectorial fiind egal cu zero intre vectori coliniari

(V) (V)

(A)

Figura [.9. Variatia momentului polar la schimbarea polului

Notand 7 = (ﬁ vectorul de pozitie al punctului @ in raport cu O, relatia se scrie

— —
Mo(U) = MQ(’U) + FQ X U, (185)

si este cunoscuta ca legea de variatie a momentului polar la schimbarera polului.
Expresia analitica de calcul a momentului polar se scrie in conditiile in care este

cunoscuta expresia analitica a vectorului v:

T=v,i+0,j+ 0.k (1.86)
si coordonatele punctului de pe suport P:
P(z,y,z) € (A) (1.87)
in reperul OXY Z considerat.
Avem, conform definitiei, din (1.76), (1.86) si (1.87):
ik
%
Mo@W)=rxv=|2 y =z (1.88)
Uy Uy U,
- - - -
Mo(0) = (yv, — zvy)i + (2, —2v,)) + (2 v, —yv,)k. (1.89)
Componentele scalare ale momentului polar sunt:
Mo, (V) = yv, —zv,
Moy (V) = zv,—zv, (1.90)
Mo,(0) = zv,—yu,

Momentul polar al unui vector alunecator are urmatoarele proprietati:
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1. Momentul polar este un vector legat de pol, perpendicular pe planul determinat
de suportul vectorului si de pol.

2. Momentul polar este zero daca si numai daca este calculat in raport cu puncte de
pe suportul vectorului.

3. Momentul polar are aceeasi valoare daca se calculeaza in raport cu puncte de pe
o dreapta paralela cu suportul vectorului.

4. La schimbarea polului din O si ), momentul polar se modifica dupa legea
— —
Mo(®) = Mo(7) + 7 x 7, 7o = 00. (1.91)

Momentul polar este complet determinat de gase marimi scalare: componentele
scalare v, vy, v, ale vectorului si coordonatele x,y, z ale punctului de pe suport.

Vectorul alunecator ¢ este complet determinat daca se cunosc cele trei componente
scalare ale sale v, vy, v, si momentul sau in raport cu polul O, Mo (v), care are, de
asemenea, trei componente scalare (relatiile (1.90)). Aceste sase marimi scalare se
numesc coordonatele lui Plucker:

(vxaUyuUZ7MO$(U>7MOy(17)7MOZ(g))7 (192>

sau coordonatele pluckeriene ale vectorului v ([3], [22]).

1.10. Determinarea suportului unui vector alunecator
in functie de momentul polar

Daca un vector alunecator este dat prin expresia analitica in reperul triortogonal
oOXYZ

T=,04vy,)+ v, k (1.93)

%
si se cunoagte momentul sau in raport cu polul O, M (%), adica daca vectorul este dat
prin coordonatele pluckeriene, se pune problema determinarii suportului, notat (A).
Pentru aceasta se considera relatia de definitie a momentului polar (1.76)

Mo(@) =7 x 7,
care se Inmulteste vectorial la stanga cu vectorul -
e
U X Mo(U) =0 x (7% 7). (1.94)

Aplicand formula de dezvoltare a dublului produs vectorial, se obtine

_>
Ux Mo(0) =2 -7— (0-7) -7, (1.95)
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de unde rezulta

2
sau inca
%
L U x Mop(?) v-ry
— : 1.96
= () 0
unde s-a notat versorul vectorului ~
U
0= —- (1.97)
4]

Se observa ca primul termen din (1.96) reprezinta vectorul de pozitie in raport cu
polul O al punctului Py € (A), OF L (A), unde (A) este dreapta suport a vectorului -

%
— U X Mp(¥ Mo(v
70 =0FR = L= 2ol 1_}»20(2})’ 70| = —‘ %?U” =0F, =0, (1.98)

unde b este bratul vectorului, definit in (1.79), iar al doilea termen din (1.96) reprezinta
proiectia vectorului de pozitie 7 pe suportul vectorului :

pryr=-—-— =7-1U. (1.99)

Cu acestea, relatia (1.96) se scrie sub forma unei ecuatii vectoriale cu o infinitate
de solutii 7:
T'=17p+U-pryr, 7To-L7, (1.100)

avand reprezentarea grafica data in figura urmatoare:

<l

(D)
P P

Figura 1.10. Suportul vectorului o

In Figura I.10, segmentul Fy P reprezinta proiectia vectorului 7 pe suportul vectorului o
P‘ﬁ (pry7) (1.101)

Notand A = pry 7, parametru real, ecuatia (1.100) se scrie sub forma
(A):7=rp+ N ud, NeR, (1.102)

si reprezinta ecuatia vectoriala a suportului vectorului .
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Introducand in (1.102) vectorul 7 si versorul @ (relatiile (1.98), respectiv (1.97)), se
obtine pentru suportul vectorului ¢ ecuatia:

_>
U X Mo(ﬁ)
0%

(A): 7= + A7, NER, (1.103)

unde A este un parametru real (A = X/|0]). R
Inlocuind in relatia (1.103) componentele scalare ale vectorilor @ si M o(#), conform
relatiilor (1.86) si (1.90), rezulta urmatoarele coordonate ale unui punct arbitrar P al
suportului vectorului v
Uy - MOZ(U) — Uy - Moy(ﬁ)

r = +Av
2 1 02 1 2 )
vy + v, + 03

Vy - MOa:(U) — U MOZ(QT)
= + A AeER .
y Y Uy, , (1.104)

xM v) — 'Mx_»
: = - Og(“) 0 (”)H-vz,
Uy + vy U7

unde A este un parametru real, iar Mo, (V), Mo, (V), Mo, (V) sunt date de relatiile (1.90).
Se face observatia ca momentul polar se calculeaza i pentru vectori legati:

_>
Mo(®) =7x 7 F=0P, (1.105)

in acest caz punctul P fiind punctul de aplicatie al vectorului legat v.

I.11. Momentul axial al unui vector alunecator

Se considera un vector alunecator ' cu dreapta suport (A,) si o axa (A) care nu
este coplanara cu suportul vectorului U. Se noteaza @ versorul axei (A).

Se numeste moment azial al vectorului ¢'in raport cu axa (A) proiectia pe axa (A) a
momentului polar al vectorului ¢ calculat in raport cu un punct @ apartinand axei (A).
Se noteaza Ma (V) si este o marime scalara. Conform regulii de proiectie a unui vector
pe o axa, momentul axial este egal cu produsul scalar dintre versorul axei si momentul
vectorului calculat in raport cu un punct de pe axa:

M (7) = pra Mo(@) = @- (7 x 7), (1.106)

unde 7 = Q?, Q€ (A)si P e (A,), alegerea punctelor @ si P fiind arbitrara.
Momentul axial se calculealza ca un produs mixt intre versorul axei, vectorul de
pozitie al unui punct de pe suportul vectorului in raport cu un punct de pe axa si
vectorul dat.
Momentul axial nu depinde de alegerea punctului @) pe axa (A). Considerand un
alt punct " apartinand axei (A), Q' € (A), se scrie urmatoarea relatie vectoriala intre
punctele @, P si Q' (legea de variatie a coordonatelor la translatia axelor):

e ey
OP=QQ+QP, #=QQ+7 (1.107)
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v

Figura I.11. Momentul axial al unui vector alunecator

Se calculeaza

si se obtine
—
Mi(0) =1 (Q'Q X V) +1u-(FxT) = Ma(v), (1.108)

deoarece primul produs mixt este nul, avand doi vectori coliniari.
Momentul axial al unui vector alunecator are urmatoarele proprietati:

1. Momentul axial nu depinde de alegerea punctului de pe axa de proiectie (A).

2. Momentul axial este zero daca si numai daca dreapta suport a vectorului (A,)
si axa de proiectie (A) sunt coplanare (concurente sau paralele).

Daca se cunoagte perpendiculara comuna intre axa (A) si suportul vectorului v,
notata Qo Fy:
QO S (A)a PO € (Av)v QOPO 1 (A)v QOPO 1 (Av)v (1109)

vectorul ¥ se poate descompune in doua componente in punctul Fy:
— o componenta paraleld cu axa (A), notata v,
— o componenta normala la axa (A), notata ,,

v =1, +

:‘l

In acest caz, momentul axial al vectorului ¢ in raport cu axa (A) se scrie
MA<U) =u- (Q()P() X 17) =u- (QOPO X (Up+l7n)> =u- (QOPO X Up) + - (Q()PO X Un)

l

Ma(#) = @ - (QoPb x 7,) (1.110)

deoarece primul produs mixt este zero, avand doi vectori paraleli.
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MQO(Vn) b A V
B s A
Mg (V) & | i
0 : U Vn
|
|
o Qg 7 Po
Mo (%) (A) (A

Figura I.12. Momentul axial exprimat cu perpendiculara comuna

Notand d lungimea perpendicularei comune Qo Py, d = Qo Fy si a unghiul dintre axa
(A) si suportul vectorului v, a = X(u, V), avem

—
|0,| = [0] -sine,  |QoPo x U] =d - |U] - sina, (1.111)

% .
deoarece Qo Py L v,.
Se observa ca relatia (1.110) reprezinta un produs scalar intre doi vectori coliniari.
Cu acestea, momentul axial al vectorului ¥ in raport cu axa (A) se scrie

Ma(%) = +d - |#] sina, (1.112)

unde d este lungimea perpendicularei comune dintre axa (A) si suportul (4,), iar «
este unghiul dintre versorul « si vectorul ¥, unghi cuprins intre 0° si 180°.

Momentul axial este zero pentru a = 0° si @« = 180° sau pentru d = 0.

In relatia (1.112) se ia semnul (+) daci vectorii Qo Py, @, si @ (in aceasti ordine) din
relatia (1.110) formeaza un triedru drept orientat, la fel ca reperul triortogonal OXY Z
si semnul (—) daca acesti vectori formeaza un triedru stang orientat.

In conformitate cu definitia momentului axial, relatiile (1.90), care dau componen-
tele scalare ale momentului polar al vectorului ¢ in raport cu originea O, reprezinta
momentele axiale ale vectorului ¢ in raport cu axele de coordonate OX,0Y,O0Z.

Se face observatia ca momentul axial se calculeaza si pentru vectori legati, la fel ca
si momentul polar. In acest caz, punctul P din relatia de definitie (1.106) este punctul
de aplicatie al vectorului legat v.
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Capitolul II

REDUCEREA SISTEMELOR DE VECTORI
ALUNECATORI

I1.1. Definitia sistemului de vectori alunecatori

Modelul vectorilor alunecatori corespunde actiunii fortelor asupra corpurilor solide
rigide (nedeformabile). O forta care actioneaza asupra unui corp solid rigid produce
acelasi efect indiferent de punctul de aplicatie al fortei pe dreapta suport, considerata
fixa in raport cu corpul. Din acest motiv, fortele care actioneaza asupra unui corp solid
rigid se prezinta ca vectori alunecatori gi se incadreaza in aceasta categorie de vectori.

Mai multe forte care actioneaza asupra unui corp solid rigid formeaza un sistem
de forte. Daca doua sisteme diferite de forte, actionand succesiv asupra unui solid
rigid liber, aflat de fiecare data in aceeasi stare de migcare, modifica identic starea de
migcare a corpului, atunci cele doua sisteme sunt echivalente din punct de vedere al
migcarii mecanice. Daca doua sisteme diferite de forte, actionand succesiv asupra unui
solid rigid imobilizat prin legaturi, determina aceleasi reactiuni in legaturile aplicate
corpului, atunci cele doua sisteme de forte sunt echivalente din punct de vedere static.
In cazul unei situatii mixte, daca rigidul este supus la legaturi fara a fi imobilizat,
sistemele echivalente de forte vor determina actionand succesiv aceleasi reactiuni in
legaturile aplicate si aceeasi modificare a starii de miscare a corpului.

Transformarea unui sistem de forte intr-un sistem echivalent are ca scop simplifi-
carea sistemului, adica inlocuirea acestuia cu un sistem mai simplu. Aceasta operatie
se numeste reducerea sistemului de forte.

In continuare se va adopta denumirea de sistem de vectori alunecitori (SVA) si se
va inlocui notatia de vectori @ din Capitolul I cu notatia F (forta).

Definitia 2.1 Se numeste sistem de vectori alunecatori (SVA) o multime
S — {Fhfg, ,Fn}

de astfel de vectori (forte), ale cdror drepte suport (Ap), g = 1,n, sunt continute
intr-un domeniu D al spatiului tridimensional, domeniu ce corespunde volumului unui
corp solid rigid asupra caruia actioneaza sistemul de forte.
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I1.2. Rezultanta si momentul rezultant al unui sistem
de vectori alunecatori

Se considera un sistem de vectori alunecatori

S: {Fl,FQ,...,Fn} (21)

cu dreptele suport (Au), = 1,n, continute intr-un domeniu D al spatiului tridimen-
sional (D C R3).

Raportand domeniul de existenta D al vectorilor la un reper triortogonal OXY Z
se definesc doua marimi vectoriale caracteristice ale sistemului de vectori alunecatori:
vectorul rezultant (rezultanta) si momentul rezultant in raport cu un pol (in mod curent
originea O).

\"

K\ (D)

o) N =S =Y
x/ %\(A/\(Az)

n)

Figura II.1. Sistem de vectori alunecatori

Rezultanta sistemului (vectorul rezultant) este definita ca suma a vectorilor sistemu-
lui, notata R:

R=Fy+Fy+-+F, =) F, (2.2)
pn=1

Observatia 2.1 Adunarea (2.2) este o operatie simbolica, vectorii se aduna ca vectori
liberi, rezultanta fiind un vector liber. Cazurile particulare de sisteme la care rezultanta
este vector alunecator vor fi prezentate in continuare.

Momentul rezultant al sistemului in raport cu un pol oarecare () este definit ca suma
vectoriald a momentelor polare in raport cu polul () ale vectorilor, notat M:

Q=Mo(F1) + Mq(Fa) + -+ Mo(F,) = Y _ My(F,), (2.3)

N

unde Mo(F,) = QB, x F,, B, € (Ap), p=1n.
In mod curent se va calcula momentul rezultant in raport cu polul O (In origine) al
sistemului de vectori:

MO:Mo(Fl)+MO(F2)+"'+MO(F7L) :ZMO(FN)’ (24)
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Intre momentul rezultant in raport cu polul O si momentul rezultant in raport cu
polul @) al sistemului se aplica legea de variatie a momentului la schimbarea polului

((1.85)): o o - o
Mo =Mqg+7g xR, 7g =0Q, (2.5)

unde R este rezultanta sistemului.

11.3. Torsorul unui sistem de vectori alunecatori

Se considera un sistem de vectori alunecatori

S: {Fl’FQ’...,Fn} (26)

cu dreptele suport (Ap), p = 1,n, continute intr-un domeniu D al spatiului tridimen-
sional (D C R3).

Definitia 2.2 Se numeste torsor in polul P al sistemului de vectori alunecatori S mul-
timea compusa din rezultanta si momentul rezultant in raport cu polul P, notata prin
simbolul

Tp(S) = {R, Mp}. (2.7)

Daca se raporteaza sistemul de vectori alunecatori S la un reper triortogonal OXY 7,
se va considera in mod curent torsorul in polul O al sistemului (originea reperului):

TO(S) - {EaMO}> (28)

unde rezultanta R este data de (2.2) si momentul rezultant in raport cu polul O este
dat de (2.4).

I1.4. Invariantii scalari ai unui sistem de vectori alunecatori

Invariantii unui sistem de vectori alunecatori sunt marimi scalare care nu se modifica
daca se calculeaza torsorul in raport cu alt punct.
Se considera un sistem de vectori alunecatori

S: {Fl,FQ,...,Fn} (29)

cu dreptele suport (Ap), u = 1,n, continute intr-un domeniu D al spatiului tridimen-
sional (D C R3).

Raportand sistemul S la un reper triortogonal OXY Z, torsorul in polul O (in origi-
ne) al sistemului este multimea compusa din rezultanta i momentul rezultant in raport
cu polul O:

To(S) = {R, Mo} (2.10)
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Din punct de vedere al modului de calcul, forta rezultanta
E=YF,
pn=1

are proprietati de vector liber, deoarece marimea, directia si sensul acesteia nu depind
de punctul in raport cu care se calculeaza torsorul.

Prima marime scalara invarianta a sistemului S este modulul rezultantei, care este
acelasi indiferent de sistemul de referinta, adica de reperul OXY Z:

I, = |R|. (2.11)

Daca se calculeaza momentul rezultant al sistemului S in raport cu alt pol, notat
(), relatia intre momentele rezultante My si Mg este data de legea de variatie a
momentelor la schimbarea polului (teorema momentelor (1.85)):

Mo = Mg +7g xR, 7o = OQ. (2.12)

Momentul rezultant este un vector legat al carui punct de aplicatie are un grad
de libertate, deoarece marimea, directia si sensul acestuia (WQ) nu se modifica daca
punctul @ se deplaseazi fata de originea O paralel cu directia fortei rezultante (OQ||R).

Torsorul in polul @ al sistemului S este

To(S) = {R, Mg}. (2.13)

Calculand produsul scalar dintre elementele torsorului in polul O (rezultanta R si
momentul rezultant My) pe baza relatiei (2.12) se pune in evidenta egalitatea

R-Mo=R-(Mg+Tox B)=R-Mqg+R- (g x R)
R-Mo=R- My, (2.14)

deoarece un produs mixt cu doi factori identici este nul.

Aceasta egalitate permite sa se formuleze concluzia ca a doua marime scalara in-
varianta a sistemului S este produsul scalar dintre rezultanta si momentul rezultant,
indiferent de polul in raport cu care este calculat:

L =R-Mo. (2.15)

Acest produs scalar se mai numesgte si scalarul torsorului ([12], [22]).

A trela marime scalara invarianta a sistemului S este raportul primelor doua
(al doilea invariant impartit la primul), raport care reprezinta proiectia momentului
rezultant pe directia rezultantei, conform relatiei (1.32) care exprima proiectia unui
vector pe o axa:

. b _R-Mo
7L R

unde s-a notat up versorul rezultantei.

= Mo - ug = prgMo, (2.16)
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Observatia 2.2 Relatia (2.16) este valabila indiferent de polul in raport cu care se
calculeaza momentul rezultant.

I1.5. Sisteme simple de vectori alunecatori

Una dintre operatiile de baza ale mecanicii clasice este inlocuirea sistemului de forte
aplicat unui corp solid rigid prin cel mai simplu sistem care produce acelasi rezultat din
punct de vedere al migcarii mecanice, adica cel mai simplu sistem echivalent. Operatia
prin care se inlocuiegte un sistem de forte (vectori alunecatori) prin cel mai simplu
sistem echivalent se numeste reducere.

Reducerea unui sistem de forte aplicat unui corp solid rigid, considerat ca sistem de
vectori alunecatori (SVA), consta in inlocuirea acestuia cu cel mai simplu sistem posibil
care produce acelasi efect din punct de vedere mecanic asupra corpului.

Exista trei tipuri de sisteme simple de vectori alunecatori:

— sistem format dintr-un singur vector alunecator (vector unic);

— sistem format din doi vectori alunecatori paraleli, egali in modul si de sensuri
contrare (cuplu de vectori);

— sistem format din doi vectori alunecatori cu suporturi neconcurente si neparalele
in spatiu (torsor propriu zis).

In cazul unui sistem oarecare de vectori alunecitori S raportat la un reper tri-
ortogonal OXY Z se pune problema stabilirii sistemului simplu cu care acesta este
echivalent, adica care conduce la acelasi rezultat din punct de vedere mecanic asupra
unui corp solid rigid. Pentru aceasta se stabilesc prin calcul caracteristicile sistemului
de vectori alunecatori S in raport cu reperul considerat.

Definitia 2.3 Se numesc caracteristici ale unui sistem de vectori alunecatori (SVA)
intr-un reper OXY Z rezultanta, momentul rezultant in raport cu originea si produsul
scalar dintre rezultanta si momentul rezultant (al doilea invariant scalar sau scalarul
torsorului):

R, Mo si I, =R-Mop. (2.17)

In cazul unui sistem oarecare de vectori alunecitori S raportat la un reper OXY 7,
operatia de reducere, inlocuirea sistemului cu cel mai simplu sistem echivalent, consta
efectiv in calcularea torsorului intr-un pol oarecare, in particular polul O, originea
reperului la care este raportat sistemul:

To(S) = {R, Mo}. (2.18)

Daca se calculeaza torsorul sistemului de vectori alunecatori S in alt punct @, diferit
de O: o

se pot enunta trei concluzii in legatura cu proprietatile torsorului la schimbarea polului:
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— vectorul rezultant (R) nu se modific;
— momentul rezultant se modifica dupa relatia

Mo =Mg+7g xR, Tog=00Q; (2.20)

R-Mo=R-My. (2.21)

\ MQ
Figura I1.2. Variatia torsorului SVA la schimbarea polului

In continuare se prezinta caracteristicile sistemelor simple de vectori alunecatori
raportate la un reper triortogonal OXY Z.

1. Sistem format dintr-un singur vector F cu dreapta suport (A):
= {F} (2.22)
T #

Mo = Mo(F)=7xF, 7=0B, Bec(A)

=
Il
ol

(2.23)

_ 0 , daca O € (A)
Mo = o (2.24)
TXF#0 , daca O ¢ (A)
I, = RRMop=F-(FTxF)=0. (2.25)
2. Sistem cuplu de vectori F; si Fy cu dreptele suport (A1) si (Ay) paralele:
S = {F,Fy}, (A)|[(Ay), F,=—F, (2.26)
R = F1+F,=0 (2.27)
mo = MO<F1) + MO(FQ) =7 X Fl + 79 X Fg, (228)

unde T = OBl, Bl S (Al) §l Ty = OB27 B2 S (Az)
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B,
- ()
N \ v
\ \ 1 q
\ £
\ 2 \
\ \ (A,)
— 7B,
0 >

Figura II.3. Sistem cuplu de vectori

Din (2.27) rezultd Fy = —F); si inlocuind in relatia (2.28) avem:

o = OB xF1—0Byx Fy (2.29)
o = (OBl — OBQ) X Fl = BzBl X Fl 7£ 6 (230)

< X

Daca punctele By si By de pe dreptele suport (Aq) si (As) sunt alese astfel incat sa
avem By By 1 (Ay), BiBy L (As) se obtine din (2.30):

(Mol = |ByBi| - |[Fi| =d - |Fi| =d - |Fs, (2.31)

unde s-a notat d distanta dintre dreptele suport (A;) si (Az) ale vectorilor (Fig. 11.3),
distanta care se numeste braful cuplulus.

Iy=R-Mp=0. (2.32)

Observatia 2.3 Momentul unui cuplu de vectori este un vector liber, acelasi indiferent
de polul in raport cu care este calculat. Directia este perpendiculara pe planul vectorilor.

3. Sistem de vectori torsor propriu zis F; si Fy cu dreptele suport (A1) si (Ay)
neconcurente gi neparalele in spatiu (oarecare in spatiu):

S = {Fhfg}, (Al) N (Ag) == {(Z)}, ﬂl . ﬂz # :i:l, (233)
unde s-a notat Uy si Uy versorii dreptelor (Aq) si (As).

R = F1+F,#0 (2.34)
MO = MO(Fl) —{—Mo(Fg) =71 X Fl + 79 X FQ 7£ 6, (235)

unde 71 = OBL Bl € (Al) §l FQ = OBQ, BQ € (Ag)
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Figura I1.4. Sistem torsor propriu zis

Din (2.34) si (2.35) se obtine pentru scalarul torsorului

]2 = E . ./VO = (Fl —FFQ) . (Fl X Fl + 79 X FQ) (236)
]2 = Fl . (Fl X Fl) —f—Fl . (FQ X Fg) —|—F2 . (?1 X Fl) —|—F2 . (FQ X Fg) (237)
[2 = Fl . (FQ X FQ) —|—F2 . (?1 X Fl), (238)

deoarece primul i ultimul produs mixt din (2.37) sunt egali cu zero, avand cate doi
factori identici.
In continuare, conform proprietatilor produsului mixt, avem

IQ = Fl . (FQ X FQ) — Fl . (Fl X Fg) (239)

IQ = F1 . [(72 — 71> X FQ] = Fl . (BlBQ X FQ) # 0, (240)

deoarece cei trei vectori sunt necoplanari si neparaleli doi cate doi.

Observatia 2.4 Rezultanta unui torsor propriu zis este un vector liber, neavand o
dreapta suport precizata.

In concluzie, pe baza relatiilor (2.23), (2.24), (2.25), (2.27), (2.30), (2.32), (2.34),
(2.35) si (2.40) se pot enunta urmatoarele rezultate asupra caracteristicilor sistemelor
simple de vectori alunecatori raportate la un reper OXY Z:

— pentru un sistem compus dintr-un singur vector cu dreapta suport (A), R # 0,

Mo =0dacd O € (A) si Mo # 0 daca O ¢ (A), I = 0;
— pentru un sistem cuplu de vectori, R =0, Mo # 0, I, = 0;

— pentru un sistem torsor propriu zis, R # 0, Mo # 0, I, # 0.
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I11.6. Echivalenta sistemelor de vectori alunecatori.
Teoremele de echivalenta

Definitia 2.4 Doua sisteme de vectori alunecatori, S7 si Ss, care actioneaza succesiv
asupra unui corp solid rigid, sunt echivalente intre ele:

Sl ~ SQ, (241)

daca unul poate fi obtinut din celalalt printr-o succesiune de operatii elementare de
echivalenta.

Denumirea de elementare arata ca aceste operatii nu pot fi descompuse in altele
mai simple. Denumirea de echivalenta subliniaza ca daca se efectueaza aceste operatii
intr-unul din cele doua sisteme, S; sau S,, actiunea acestuia asupra corpului solid rigid
are acelasi rezultat din punct de vedere al migcarii mecanice ca actiunea celuilalt sistem
de vectori, Sy sau S;.

Exista cinci operatii elementare de echivalenta care se aplica pentru un sistem de
vectori alunecatori (SVA):

1. alunecarea unui vector pe dreapta suport, pentru a schimba punctul de aplicatie;

2. inlocuirea a doi vectori cu dreptele suport concurente prin rezultanta acestora,
data de regula paralelogramului in punctul de concurenta a suporturilor;

3. descompunerea unui vector pe doua directii concurente intr-un punct de pe dreapta
suport, prin regula paralelogramului;

4. introducerea in sistem a doi vectori direct opusi (pe aceeasi dreapta suport, egali
in modul si de sensuri contrare);

5. anularea din sistem a doi vectori direct opusi.

Observatia 2.5 Introducerea in SVA a doi vectori direct opusi se poate face pe orice
dreapta suport.

Observatia 2.6 A doua si a treia operatie, respectiv a patru si a cincea, sunt operatii
inverse, astfel incat se poate afirma ca la baza operatiile elementare de echivalenta sunt
in numar de trei.

Pe baza definitiei echivalentei sistemelor de vectori alunecatori se demonstreaza trei
teoreme generale de echivalenta, denumite teorema a I-a, teorema a Il-a, respectiv
teorema a III-a de echivalenta.

Inainte de a prezenta teoremele generale de echivalenta se demonstreaza o teorema
in legatura cu echivalenta sistemelor de vectori paraleli, sisteme dintre care a fost inclus
in categoria sistemelor simple de vectori alunecatori (prezentate in I1.5) numai sistemul
care formeaza un cuplu de vectori.
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Teorema 2.1 (teorema de reducere a vectorilor paraleli) Un sistem compus din doi
vectori alunecatori paraleli, care nu formeaza un cuplu de vectori este echivalent cu un
vector unic.

Demonstratie. Se considera un sistem compus din doi vectori alunecitori F; si Fl,
cu dreptele suport (Aq), respectiv (Ay), paralele:

S = {F17F2}7 (A1)||(A2), (2'42)

care nu formeaza un cuplu de vectori.
Sunt posibile doua situatii:

— vectorii I si F'y au acelasi sens si marimi diferite sau egale (Fig. IL5 a);
— vectorii F'; si Fy au sensuri contrare si marimi diferite (Fig. I1.5 b).

Prin marime se intelege modulul vectorului.

— ~ é _
R1: D ~_ R, _
I - " Ry
(A) F,] F2 | /1/
~ |
\FA\B ! >
1 S~ | |
-
B.~_ F
°_F
A1y )l ©

Figura II.5. Reducerea sistemelor de vectori paraleli

Se intersecteaza dreptele suport (A;) si (Ay) ale vectorilor Fj, respectiv Fy, cu o
dreapta secanta arbitrara (A) si se noteaza By, respectiv By, punctele de intersectie:

By = (A1) N(A), By=(A2)N(A).

Pe dreapta (A) se introduce o pereche de vectori direct opusi, F' in punctul B; si
(—F) in punctul By, aceasta fiind una dintre operatiile elementare de echivalenta.

Se noteaza R; rezultanta vectorilor F'; si F, concurenti in punctul By si R, rezultanta
vectorilor Fy si (—F), concurenti in punctul By:

Ri=F,+F, Ry=F,—F,

relatii scrise conform regulii paralelogramului.
Dupa efectuarea acestor operatii, sistemul de vectori S, compus din vectorii F' si
F5, a devenit echivalent cu sistemul S’

S, = {EMEZ}?
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compus din doi vectori coplanari gi neparaleli, ale caror drepte supsort se intersecteaza
intr-un punct din planul dreptelor (Ay) si (As), notat C'.

Conform regulii paralelogramului, vectorii Ry si R, ai sistemului S’ se aduni in
punctul C' de intersectie a suporturilor, avand o rezultanta unica:

R =R, + Ry,
care este si rezultanta sistemului echivalent S

R=F,+F,, (2.43)
cu aceasta teorema fiind demonstrata. "

Observatia 2.7 Punctul C, care apartine dreptei suport a rezultantei, se afla intre
dreptele suport (A1) si (Ay) ale vectorilor F'y si F'y daca vectorii au acelasi sens, res-
pectiv in afara dreptelor suport daca vectorii au sensuri contrare.

Observatia 2.8 Modulul rezultantei este
[R| = |F1| + [F>|
daca vectorii au acelasi sens, respectiv

|§| = “F1| - |F2|

Y

daca vectorii au sensuri contrare.

Observatia 2.9 Sensul rezultantei R este acelasi cu sensul vectorilor F'; si F'5, daca
acestia au acelagi sens, sau este acelasi cu al vectorului mai mare in modul, daca vectorii
au sensuri contrare.

Teorema 2.2 (teorema a I-a de echivalentd) Dacd doua sisteme de vectori alunecatori
S1 81 Sy au acelast torsor in raport cu un punct oarecare P, adica rezultantele si mo-
mentele rezultante sunt egale:

Rl = EQ §i Hlp = ﬂgp, (244)
atunci acestea sunt echivalente, S1 ~ Ss.

Demonstratie. Vectorii Ry si R, reprezinta rezultantele sistemelor Sy, respectiv Ss, iar
Mip si M, p sunt momentele rezultante ale sistemelor in raport cu punctul P. Pentru
a demonstra teorema trebuie sa se verifice ca sistemele au acelasi torsor in raport cu
orice punct.

Se considera un punct oarecare (), () # P. Egalitatea rezultantelor

R =R, (2.45)

este valabila indiferent de polul de reducere, deoarece rezultantele sunt sume vectoriale,
iar adunarea vectorilor nu depinde de sistemul de referinta.
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Pentru momentele rezultante ale sistemelor S; si S, in raport cu polul Q, Mg,
respectiv Mg, se scrie legea de variatie a momentului la schimbarea polului ((1.85)):

Mg = Mip+QP x Ry
Mag = Map+ QP x Ry

Din (2.44) si (2.46) rezulta

(2.46)

Mg = Mg, (2.47)

deci momentele rezultante ale sistemelor Sy si Ss in raport cu polul () sunt, de asemenea,
egale.

Conform (2.45) si (2.47), sistemele de vectori alunecatori S; si Se au acelagi torsor
si in raport cu polul @), cu aceasta teorema fiind demonstrata. "

Teorema 2.3 (teorema a Il-a de echivalenta) Orice sistem de vectori alunecatori poate
fi redus, prin operatiile elementare de echivalenta, la unul dintre sistemele simple de
vectori alunecatori (torsor propriu zis, vector unic sau cuplu de vectori) sau, in caz
particular, poate fi in echilibru (echivalent cu zero).

Demonstratie. Se considera un sistem de vectori alunecatori
S={F,Fq, ... F.}, (2.48)

unde n este numarul vectorilor sistemului, cu dreptele susport (Ay), (Az), ..., (A,) con-
tinute intr-un domeniu D al spatiului tridimensional (D C R?), domeniu ce corespunde
volumului unui corp solid rigid asupra caruia actioneaza sistemul de vectori.

Teorema se demonstreaza in cazul cel mai general in care dreptele suport ale vecto-
rilor sunt necoplanare doua cate doua.

Se raporteaza sistemul de vectori S la un reper triortogonal OXY Z. Rezultanta
sistemului este

R=F+Fy+-+F, =) F, (2.49)

iar momentul rezultant in raport cu polul O este:

Mo = Mo(F1) + Mo(Fa) + -+ Mo(F,) = Y Mo(F,). (2:50)

Se considera un plan (p,) care contine dreapta suport (A,) a vectorului F,,, plan
ales arbitrar neparalel cu dreptele suport (A1) si (Ay) ale vectorilor F, respectiv Fs.
Se noteaza B punctul de intersectie al planului (p,,) cu dreapta suport (A;) a vectorului
F si By punctul de intersectie al planului (p,) cu dreapta suport (A,) a vectorului Fly:

(An) C (pn)7 B, = (pn) N (A1)7 By = (pn) N (AQ) (251)
Se considera un punct arbitrar B, pe dreapta suport (A,) a vectorului F,, si se

uneste punctul B,, cu punctele B; si By, obtinand dreptele B, By si B, By continute in

planul (p,):
B, € (A,), B,B1 C (pn), BnBa C (pn). (2.52)
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Conform operatiilor elementare de echivalenta, vectorul F, se descompune prin
regula paralelogramului in punctul B,, in doua componente pe directiile B, B si B,, Bo:

Fy=Fiy+ Fa, (2.53)

unde F,, este un vector pe directia B, B, iar F,, este un vector pe directia B, Bs.

IE1n — \Ii1n (An) (AZ) IE2n

Figura I1.6. Reducerea SVA prin operatii elementare de echivalenta
— vedere 1n planul (p,) —

Se noteaza Ry, rezultanta vectorilor F; si Fy,, concurenti in punctul B:
Ry = F1+ Fin (2.54)
si Ray, rezultanta vectorilor Fy si Fa,, concurenti in punctul Bs:
Rop = Fy+ Foy, (2.55)

relatii scrise conform regulii paralelogramului.
Dupa aplicarea acestor operatii de echivalenta, care constituie primul pas al demon-
stratiei, sistemul de vectori S devine echivalent cu sistemul S;:

Sl = {E1W7E2TL7F37 "'7Fn—1}7 (256)

care are (n — 1) vectori.

In continuare, se trece la pasul urmitor al demonstratiei, considerand vectorii Ry,
Ry, si F,_1, pentru care se aplica acelasi algoritm al operatiilor de echivalenta (relatiile
(2.51)—(2.55)). Se obtine astfel un sistem echivalent cu sistemul Sy, notat S:

52 = {Eln—17ﬁ2n_17f37 "'7F’I’L72}7 (257)

care are (n — 2) vectori, unde Fln_l si EQn_l sunt rezultantele vectorilor Ry, Ra, Si
F,_; ai sistemului S;.

Se procedeaza analog in continuare, fiecare aplicare a algoritmului operatiilor de
echivalenta fiind un pas al demonstratiei.

In functie de caracteristicile sistemului de vectori alunecatori .S sunt posibile patru
cazuri de echivalenta, prezentate dupa cum urmeaza.
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1. Dacda R # 0, Mp # 0si I, = R- Mo # 0, dupa un numar de (n — 2) pasi de
aplicare a algoritmului operatiilor de echivalenta sistemul S devine echivalent cu
un sistem compus din doi vectori cu dreptele suport neconcurente si neparalele
(oarecare 1n spatiu), adica sistemul S este echivalent cu un torsor propriu zis.

2. Daca R # 0, Mo =0sau Mp # 0si I, = R- Mo = 0, dupa un numar de (n—1)
pasi sistemul S devine echivalent cu un vector unic a carui dreapta suport contine
punctul O (originea) daci Mo = 0 sau nu contine punctul O dacia Mo # 0.

3. Daca R = 0si Mo # 0, dupa un numar de (n—2) pasi sistemul S devine echivalent
cu un sistem compus din doi vectori paraleli, egali in modul si de sensuri contrare,
adica sistemul S este echivalent cu un cuplu de vectori.

4. Dacd R =0 i Mo = 0, dupa un numar de (n — 1) pasi de aplicare a algoritmului
operatiilor de echivalenta vectorii sistemului S se anuleaza, adica sistemul este
echivalent cu zero.

Cu acestea, teorema a Il-a de echivalenta este demonstrata in ipoteza cea mai ge-
nerala in care dreptele suport ale vectorilor sistemului S sunt necoplanare doua cate
doua.

Pentru a verifica aplicarea teoremei la orice sistem de vectori alunecatori se con-
sidera cazul particular in care doi vectori ai sistemului S au suporturi coplanare si
se demonstreaza ca acest caz este echivalent cu cazul general in care s-a demonstrat
teorema.

Se presupune ca doi vectori ai sistemului de vectori alunecatori S, definit in (2.48):

Fﬂ §i FU’ u?a€{1727"'7n}7 ILL%0-7

au dreptele suport (A,), respectiv (A,) coplanare.
Sunt posibile trei situatii, prezentate dupa cum urmeaza:

1. Dreptele suport (A,) si (A,) ale vectorilor F,, respectiv F,, sunt concurente
intr-un punct B:
B = (A, NA,).

In acest caz, vectorii F', si F'; se aduna dupa regula paralelogramului in punctul B in
care se intersecteaza dreptele suport, avand o rezultanta unica:

R, =F,+F,.

Sistemul de vectori S, care are n vectori, este echivalent cu un sistem S’, care are
(n — 1) vectori, in care vectorii ', si F, au fost inlocuiti cu rezultanta acestora, R,
Teorema a II-a de echivalenta se aplica sistemului echivalent S” in cazul general.

gy

2. Dreptele suport (A,) si (A,) sunt paralele:

(Au)[(Aq)
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si vectorii Fﬂ, respectiv F,, nu formeaza un cuplu de vectori, avand acelasi sens sau
marimi diferite si sensuri contrare.

In acest caz, vectorii Fu si F, se aduna conform teoremei de echivalenta a vectorilor
paraleli (Teorema 2.1), avand o rezultanta unica conform relatiei (2.43):

R, =F,+F,,

continuta in planul vectorilor.

Sistemul de vectori S, care are n vectori, este echivalent cu un sistem S’, care are
(n — 1) vectori, in care vectorii F, si F, au fost inlocuiti cu rezultanta acestora, R,
Teorema a II-a de echivalenta se aplica sistemului echivalent S” in cazul general.

]

3. Dreptele suport (A,) si (A,) sunt paralele si vectorii F,, respectiv F,, formeaza
un cuplu de vectori:
(A#)H(AU)a F,u = _FO"

In acest caz, vectorii F'), si I, au rezultanta nula

R, =F,+F,=0

si momentul rezultant

Muo = MO(Fu) + MO(FU)u

vector liber perpendicular pe planul vectorilor, conform Observatiei 2.3.

Sistemul de vectori S, care are n vectori, este echivalent cu un sistem S’, care are
(n — 2) vectori si cu un cuplu de vectori. Vectorii sistemului S” sunt vectorii sistemului
S, mai putin FH si Fy:
S'=S\{F,, F,}.

Teorema a II-a de echivalenta se aplica sistemului echivalent S’ in cazul general,
cuplul de vectori F), si F', fiind unul din sistemele simple de vectori alunecatori.

In functie de cazurile de echivalenta ale sistemului S’, situatiile de echivalenta ale
sistemului S sunt prezentate in tabelul urmator.

Tabelul de echivalenta pentru un SVA la care se adauga un cuplu de vectori

H \ Sistemul S’ \ Sistemul S = S’ + C.V. H

1| torsor propriu zis torsor propriu zis
vector unic
2 vector unic torsor propriu zis
vector unic
3| cuplu de vectori cuplu de vectori
sistem 1n echilibru
4 | sistem 1n echilibru cuplu de vectori

C.V. = cuplu de vectori
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In continuare, se prezintd solutiile a doua ecuatii vectoriale folosite in demonstratia
Teoremei a III-a de echivalenta.

Se considera doi vectori @ si b care verifica conditia @ L b.

Ecuatia vectoriala

v-a=0 (2.58)
are solutia generala
- d, (2.59)

unde p este un vector arbitrar.
Vectorul ¢ poate fi liber, alunecator sau legat, indiferent de categoria vectorului a.

Ecuatia vectoriala .
Xxda=~b (2.60)

<y

are solutia generala

S

a X

A-a, NeR 2.61
|6—L»|2 + a? € I ( )

U=

unde A este un parametru real.

Daca a si b sunt vectori liberi, vectorul v este, de asemenea, vector liber.

Daca a este vector alunecator si b vector legat, ca in relatia care da suportul unui
vector in functie de momentul polar ((1.103)), vectorul 7 este legat de acelasi punct ca

vectorul b.

Teorema 2.4 (teorema a Ill-a de echivalenta) Orice sistem de vectori alunecatori care
se reduce la un torsor propriu zis este echivalent cu un sistem compus din doi vectorti,
dintre care unul ales arbitrar.

Demonstratie. Se considera un sistem de vectori alunecatori .S, raportat la un reper
triortogonal OXY Z, care este echivalent cu un torsor propriu zis. Rezultanta, momen-
tul rezultant in raport cu cu polul O si scalarul torsorului sunt diferite de zero:

R+#0, Mo #0, L,=R-Mo#0. (2.62)
Se noteaza S’ un alt sistem compus din doi vectori alunecatori:
S = {F,, F,}. (2.63)

Pentru ca sistemul S sa fie echivalent cu sistemul S’ cele doua sisteme trebuie sa
se reduca la acelasi torsor in polul O, conform teoremei a I-a de echivalenta. Aceasta
conditie implica:

R=Fi+F, si Mo=DMo(F,)+ Mo(F>), (2.64)
conform notatiilor din (2.62) si (2.63).

Se considera F'y, primul vector al sistemului S’, ales arbitrar. Conform definitiei,

momentul vectorului F'; in raport cu polul O este

Mo(Fl) =71 X Fl, (265)

unde vectorul de pozitie 7, este nedeterminat.
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In aceastd ipotezi se determina vectorul 7, care di suportul fortei F; si forta Fo,
al doilea vector al sistemului S’.

Din (2.64) rezulta al doilea vector al sistemului S’ si momentul acestuia in raport
cu polul O:

Fo=R—F, Mo(Fy) = Mo — Mo(Fy),
sau inca, conform (2.65):
Fy=TR Ty, Mo(Fy) = Mo — 71 x Fr. (2.66)
Se pune conditia de perpendicularitate intre forta F, si momentul acesteia:
Fy-Mo(Fy) =0. (2.67)
Inlocuind (2.66) in (2.67), se obtine
(Mo —71 x Fy)-(R—F;) =0, (2.68)

ecuatie vectoriala in care se considera primul factor ca vector necunoscut.
Conform (2.59), solutia generala a ecuatiei vectoriale (2.68) este

o Ml-(E—F1)> B
Mo—-7T1 X Fi =M — — (R—F1), 2.69
o— " 1 1 ( |R—F1|2 ( 1) ( )

unde M este un vector arbitrar.
Din (2.69) rezulta

= My(R—Fl)) - —
Fi=My—-M — - (R — Fy). 2.70
T1 X I'q o) 1+( VASaNE ( 1) ( )

Se observa ca ultimul termen din membrul drept al ecuatiei (2.70) reprezinta proiectia
vectorului M pe directia vectorului (R — F'), conform definitiei (1.32):

(D) m- (M)

= (PT(AQ)Mﬁ Uy, (2.71)

unde s-a notat (Ay) dreapta suport a vectorului Fy si @, versorul acestui vector.
In conditia (2.71), ecuatia (2.70) se scrie

T1 X Fl = MO — [Ml — (pr(Az)Ml) . ﬂg],
sau inca -
F1XF1:MO_M; (272)

unde s-a notat M un vector arbitrar perpendicular pe vectorul (R — F).
Relatia (2.72) este o ecuatie vectoriala in care se considera primul factor 7; ca vector
necunoscut. Conform (2.61), solutia generala a ecuatiei (2.72) este

:F1X(MO—M)

Vi + A - Fi, MER, (2.73)
1

T

unde \; este un parametru real.
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Din (2.66) si (2.72) rezulta pentru al doilea vector al sistemului S”:
Fy=R—F), Mo(Fy)= Mo~ (Mo — M) =M. (2.74)
Conform definitiei, momentul vectorului F'» in raport cu polul O este
Mo (Fy) =T x Fa, (2.75)

unde vectorul de pozitie 75 este nedeterminat.
Conform (2.61), solutia generala a ecuatiei vectoriale (2.75) este

. FQ X MO(F2>

Ty = — + Ag - Fg, Ay € R, (276)
| Fa?

unde Ay este un parametru real, sau inca, inlocuind forta Fy si momentul acesteia
conform (2.74):

_ (E — Fl) X M —_ =
Ty = - + X (R—Fyp), X eR, 2.77
0= T A (R % (2.77)
cu aceasta teorema fiind demonstrata. n

Observatia 2.10 Solutiile ecuatiilor vectoriale (2.72) si (2.75) sunt date si in Capi-
tolul I. Solutia ecuatiei (1.76) din 1.8 este data de relatia (1.103) din I1.10.

In concluzie, vectorii sistemului S’, echivalent cu sistemul dat .S, sunt:

F, arbitrar, Fo =R — F}, (2.78)

unde R este rezultanta sistemului S, iar dreptele suport ale acestor vectori sunt date
de relatiile (2.73) si (2.77):

 FixMp—-M _
(Ay) @ T = . <|F(|)2 )+)\1'F1, A1 € R,
@ F)l - (2.79)
— X _ _
(Az) @ Ty = |R—171\2 + X2 (R—=Fy), M eR,

unde \; si Ao sunt parametri reali, My este momentul rezultant in polul O al sistemului
S, iar M este un vector arbitrar perpendicular pe vectorul (R — F}).

I1.7. Teorema lui Varignon

Teorema lui Varignon este o teorema importanta in teoria sistemelor de vectori
alunecatori, demonstrata prima data de matematicianul francez Pierre Varignon (1654~
1722) sub forma unei teoreme generalizate. Ulterior, teorema generalizata a lui Varignon
a fost prezentata si in alte formulari.
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Teorema 2.5 (Teorema generalizata a lui Varignon) Momentul rezultant, intr-un pol
oarecare, al unui sistem de vectori aluanecator: cu dreptele suport concurente este egal
cu momentul, calculat in acelasi pol, al vectorului rezultant al sistemulus.

Demonstratie. Demonstratia se face pentru un sistem compus din doua forte con-
curente

S — {Fl,FQ},

cu dreptele suport (Ap) si (As), iar rezultatul poate fi extins la sisteme compuse din
mai multe forte concurente, coplanare sau necoplanare.

Sistemul S se raporteaza la un reper triortogonal OXY Z. Rezultanta si momentul
rezultant in raport cu polul O sunt:

MO = Mo(Fl) —f—Mo(Fg) =71 X Fl + 79 X FQ, (281)

unde 7, =7, =7 = OP, P = (A1) N (Ay).
Avem
MO:?Xﬁl—f—TXFQ:FX(Fl—I—FQ). (282)

Rezultanta sistemului este data grafic de regula paralelogramului in punctul P de
intersectie a dreptelor suport ale vectorilor (Fig. 11.7).

Figura IL.7. Sistem de forte concurente
Inlocuind (2.80) in (2.82) se obtine
Mo =7x R=Moy(R), (2.83)
cu aceasta teorema fiind demonstrata. u

Teorema este o consecinta a distributivitatii produsului vectorial in raport cu adu-
narea vectorilor. Rezultatul este valabil si pentru un sistem compus din mai multe forte
concurente, indiferent de polul de calcul al momentelor.

Sub aceasta forma, teorema a fost prima data demonstrata de catre Pierre Varignon.

Ca o consecinta a teoremei generalizate a lui Varignon se prezinta urmatoarea
observatie.

Observatia 2.11 Un sistem de vectori alunecatori concurenti (care actioneaza in acelasi
punct) se afla in echilibru daca rezultanta este nula.
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Teorema 2.6 (Teorema aplicatda a lui Varignon) Un sistem de vectori alunecatori S
raportat la un reper triortogonal OXY Z care satisface conditiile:

— rezultanta diferitd de zero, R # 0,
— invariantul scalar egal cu zero,

IL=R -Mp=0,

este echivalent cu un vector unic, iar momentul rezultant in raport cu polul O este egal
cu momentul vectorului rezultant calculat in acelasi pol:

Mo = Mo(R).

Demonstratie. Conform Teoremei a II-a de echivalenta se considera ca sistemul dat
S este echivalent cu un sistem S’ compus din doi vectori cu dreptele suport disjuncte
(oarecare in spatiu):

S~ S S ={F,Fy}. (2.84)

Se noteaza (A1) si (Ay) dreptele suport ale vectorilor F, respectiv Fy. Avem:
E - Fl +F27 MO = MO(FI) + M0<F2)7 [2 - R : HO = 07

conform conditiei de echivalenta.
Conform relatiei (2.40), demonstrata in paragraful I11.5, se poate scrie

IQ = Fl . (BlBQ X FQ) = 0, (285)

unde By si B, sunt puncte arbitrare pe dreptele suport (Ap) si (Aq), By € (4Ay),
B, € (AQ)

Conform proprietatilor cunoscute ale produsului mixt a trei vectori, relatia (2.85)
este satisficuta daci si numai daca dreptele suport (A;) si (As) ale vectorilor Fy,
respectiv F'y, sunt concurente sau paralele, vectorul By B, fiind arbitrar.

Daca dreptele suport (A;) si (Ay) sunt concurente, vectorii F'; si F se aduna in
punctul de concurenta conform regulii paralelogramului, avand o rezultanta unica.

Daca dreptele suport (A;) si (Ay) sunt paralele, vectorii F; si Fy se aduna conform
teoremei de echivalenta a vectorilor paraleli (Teorema 2.1), avand o rezultanta unica.

In ambele cazuri, sistemul S” este echivalent cu un vector unic si conform (2.84)
rezulta ca si sistemul dat S este echivalent cu un vector unic, situatie in care pentru
sistemul S se aplica teorema generalizata a lui Varignon in raport cu polul O:

MO = MO (E) )

momentul rezultant este egal cu momentul vectorului rezultant.
Cu aceasta, teorema aplicata a lui Varignon este demonstrata. Teorema este valabila
indiferent de polul de calcul al momentelor. "

Teorema aplicata a lui Varignon poate fi formulata restrans astfel:

Pentru un sistem de vectori alunecatori echivalent cu un vector unic, momentul
vectorului rezultant este egal cu suma vectoriala a momentelor vectorilor sistemului,
calculata in raport cu acelasi pol.

Ca o consecinta a teoremei aplicate a lui Varignon se prezinta urmatoarea observatie.
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Observatia 2.12 Un sistem de vectori alunecatori echivalent cu un vector unic poate
fi transformat intr-un sistem de vectori in echilibru prin adaugarea unui vector direct
opus cu rezultanta.

I1.8. Cazurile de reducere ale sistemelor de vectori alunecatori

Prin stabilirea cazului de reducere al unui sistem de vectori alunecatori se intelege
precizarea sistemului simplu de vectori alunecatori cu care acesta este echivalent sau
daca este in echilibru.

Se considera un sistem de vectori alunecatori S raportat la un reper triortogonal
OXY Z. Cazul de reducere se apreciaza in functie de cele trei caracteristici de baza ale
sistemului (Definitia 2.3 cu relatia (2.17)):

— rezultanta R;
— momentul rezultant in raport cu polul O, My;
— scalarul torsorului I, = R - M.

Exista patru cazuri de reducere ale sistemelor de vectori alunecatori, adica trei
sisteme simple de vectori alunecatori cu care sunt echivalente toate sistemele (sistemele
prezentate in paragraaful I11.5) si cazul de echilibru (SVA echivalent cu zero).

Cazurile de reducere ale sistemelor de vectori alunecatori se numeroteaza in ordinea
egalitatii cu zero a caracteristicilor, primul caz are toate caracteristicile nule, ultimul
caz are toate caracteristicile nenule.

1. SVA in echilibru (echivalent cu zero): R =0, Moy =0, cazul unu de reducere.

2. SVA echivalent cu un cuplu de vectori: R =0, Mo # 0, cazul doi de reducere.

3. SVA echivalent cu un vector unic: R =0, Mg =0,sau Mo #0, [, = R-Mp =0,

cazul trei de reducere.

4. SVA echivalent cu un torsor propriu zis: R # 0, Mgo # 0, I, = R- Mo # 0,
cazul patru de reducere.

I1.9. Axa centrala a unui sistem de vectori alunecatori.
Torsorul minim

Se considera un sistem de vectori alunecatori S raportat la un reper triortogonal
OXY Z, avand dreptele suport ale vectorilor continute intr-un domeniu D al spatiului
tridimensional (D C R3), domeniu ce corespunde volumului unui corp solid rigid asupra
caruia actioneaza sistemul de vectori.

Se noteaza R vectorul rezultant si Mo momentul rezultant in raport cu polul O
(originea reperului OXY Z) ale sistemului S.
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Conform definitiei din paragraful 11.4, al treilea invariant scalar al sistemului de
vectori este dat de proiectia momentului rezultant pe directia rezultantei ((2.16)):

R Mo
R

I; = = prs Mo, (2.86)

relatie valabila indiferent de polul in raport cu care se calculeaza momentul rezultant,
in mod curent polul O, originea reperului OXY Z.
Momentul rezultant in raport cu polul O se descompune pe doua directii:

Mo = Mo, + Moy, (2.87)

unde Mo, si Mo, sunt componentele normald, respectiv paralela cu rezultanta ale
momentului rezultant:

Mo, L R, Mo, R. (2.88)

Conform (2.86)si (2.88), valoarea algebrica a componentei paraleld cu rezultanta a
momentului rezultant este egala cu al treilea invariant scalar al sistemului:

Mop = 13 = pI‘EMO. (289)

Deoarece componenta paralela cu rezultanta este invarianta, la schimbarea polului
de calcul se modifica numai componenta normala pe rezultanta a momentului rezultant.
Se cauta un punct C' in domeniul de distributie (D) al vectorilor sistemului in care
componenta normala pe rezultanta a momentului rezultant calculat in raport cu acest
punct sa se anuleze:

Mo = MCP, ./VCPHF si Mcn = 0.

Pe baza conditiei de paralelism intre momentul rezultant in raport cu punctul C' si
rezultanta se scrie operatia vectoriala:

R x Mg =0. (2.90)
Conform legii de variatie a momentului la schimbarea polului ((1.85)), avem:
Mo =M¢c+7c xR, Mc=Mo—7c xR, (2.91)
unde 7¢ este vectorul de pozitie al punctului C' in reperul considerat:
Te = OC. (2.92)
Din (2.90) si (2.91) rezulta

Rx (Mp—Tc x R)=0,
Rx Mp—Rx (F¢ x R) =0,

sau inca, dezvoltand dublul produs vectorial conform (1.26):

EXWQ-E2'70+(R-70)~RZG,
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de unde rezulta vectorul de pozitie al punctului C":

_ EX o) R'Fc> —
= — + p— ‘R,
e R2 < B2
+

(2.93)

unde s-a notat g versorul rezultantei sistemului de vectori S.

Se observa ca primul termen din relatia (2.93) reprezinta vectorul de pozitie in ra-
port cu originea al unui punct Cj din spatiul tridimensional al reperului OXY Z, vector
perpendicular pe rezultanta sistemului de vectori S si pe momentul rezultant in raport
cu polul O:

Mol
o] = =, (2.94)
B

To LR si Ty L Mo. (2.95)

Paranteza din al doilea termen din relatia (2.93) reprezinta proiectia vectorului
de pozitie T7¢ al punctului C' pe directia rezultantei, conform definitiei proiectiei unui
vector pe o axa ((1.32)):

R-7c
| B

Conform (2.94) si (2.96), relatia (2.93) se scrie sub forma unei ecuatii vectoriale cu

o infinitate de solutii:

pre(re) = =Tc - UR. (2.96)

FC’ = FC’O + ﬂR . er<?0), FCO 1 R (297)

avand reprezentarea grafica data in figura 11.8, unde CyC' este un vector coliniar cu
rezultanta:

O()C = (pI‘R(FC» . ﬂR (298)

Figura I1.8. Axa centrala a unui SVA
Notand X = pry(7¢), parametru real, ecuatia (2.97) se scrie sub forma
(Ac) Te=Tg, + N UR, NeR (299)

si reprezinta ecuatia vectoriala a unei drepte in spatiul tridimensional al reperului
OXYZ ([5], [24], [29]), locul geometric al punctului C. Aceasta dreapta se numeste
axa centrala a sistemului de vectori si se noteaza (Ac).
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Inlocuind in (2.99) vectorul de pozitie al punctului Cj si versorul rezultantei conform
(2.94), respectiv (2.93), se obtine pentru axa centrala ecuatia

EXMO

(AC)S’I_": R2

+A R, AeER, (2.100)
unde \ este un parametru real (A = \'/|R)|).

Ecuatia (2.100) reprezinta ecuatia vectoriala a unei drepte paralela cu directia rezul-
tantei.

Definitia 2.5 Axa centrala a unui sistem de vectori alunecatori este locul geometric al
punctelor C' din domeniul de definitie al vectorilor in raport cu care momentul rezultant
calculat este paralel cu vectorul rezultant

Mc | R, (2.101)
acest moment avand valoarea minima.

Proiectia momentului rezultant pe directia rezultantei este o constanta a sistemului
de vectori, conform relatiilor (2.16) si (2.89).

Momentul rezultant minim al sistemului de vectori este momentul calculat in raport
cu un punct oarecare al axei centrale. Expresia de calcul se obtine inmultind valoarea
scalara (algebrica), data ca proiectie a momentului rezultant in polul O pe directia
rezultantei, cu versorul rezultantei:

Mupin = Mc = (prg Mo) - s, C € (Ao). (2.102)

In conformitate cu relatia (2.86) si cu notatia din (2.93) rezult

Fp - B (B0
&R R

(2.103)

Observatia 2.13 Relatia (2.103) este valabila indiferent de polul de calcul al momen-
tului rezultant.

Pe baza momentului rezultant minim se poate da o definitie echivalenta a axei
centrale.

Definitia 2.6 Axa centrala a unui sistem de vectori alunecatori este dreapta suport a
momentului rezultant minim, cu conditia ca acesta sa fie nenul.

In functie de cele patru cazuri de reducere ale sistemelor de vectori alunecatori se
pot enunta urmatoarele concluzii asupra axei centrale.

1. In cazul SVA in echilibru (echivalent cu zero) nu se defineste axa centrals.

2. In cazul SVA echivalent cu un cuplu de vectori nu se defineste axa centrald,
deoarece momentul rezultant este acelasi in orice punct si este un vector liber.



57

3. In cazul SVA echivalent cu un vector unic, momentul rezultant minim este nul.
In acest caz axa centrala este dreapta suport a rezultantei, care este vector
alunecator.

4. In cazul SVA echivalent cu un torsor propriu zis, rezultanta este un vector liber,
iar axa centrala este dreapta suport a momentului rezultant minim, care este
vector alunecator.

In figura I1.9 s-a reprezentat axa centrala (A¢) a unui sistem de vectori alunecatori
echivalent cu un torsor propriu-zis. Proiectia momentului rezultant pe directia rezul-
tantei este o constanta a sistemului de vectori, egala cu momentul rezultant minim.

R

Z

min

(A,)

Figura I1.9. Axa centrala a unui SVA torsor propriu-zis

Calculand rezultanta gi momentul rezultant in polul O ale sistemului de vectori S
conform relatiilor (2.2) si (2.4), ecuatiile scalare ale axei centrale se obtin considerand
expresiile analitice ale rezultantei si momentului rezultant:

R = R,-i+R,-j+R,Ek,
_ Y / _ _ (2.104)
Mo = MOI'Z—I—Moy']-i-MOZ-k,
unde R,, R,, R, reprezinta componentele scalare ale rezultantei si Mo,, Moy, Mo.
componentele scalare ale momentului rezultant in polul O.
Inlocuind (2.104) in (2.100) se obtin pentru axa centrald a sistemului S urmatoarele
ecuatii scalare:
R, Mo,—R,- M
r = 2 © 9 4N, R,,
R: + R + R?
Rz : MOm - Rm ' MOZ
= + AR, )
Y R? + R2 4 R? Y (2.105)
z = Moy v Mo + AR,
R2 + R2 + R2
unde A este un parametru real, A € R §i z,y, 2z sunt coordonatele unui punct C
apartinand axei centrale (A¢).
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Definitia 2.7 Se numeste torsor minim sau torsor minimal al sistemului de vectori
alunecatori S multimea compusa din rezultanta i momentul rezultant minim, notata
prin simbolul:

Tin(S) = {R, Muin}- (2.106)
Momentul rezultant minim se calculeaza cu relatia (2.103).

Observatia 2.14 Torsorul minim se raporteaza la punctele axei centrale.

I1.10. Cazuri particulare de sisteme de vectori alunecatori

Se studiaza doua cazuri particulare de sisteme de vectori alunecatori, sistemele de
vectori coplanari si sistemele de vectori paraleli, care pot fi coplanari sau necoplanari.
Aceste sisteme particulare de vectori alunecatori intervin in studiul static si dinamic
al corpurilor solide rigide, de asemenea in disciplinele de Rezistenta Materialelor si
Mecanica Fluidelor.

I1.10.1. Sisteme de vectori coplanari

Se considera un sistem de vectori alunecatori coplanari
S={F,Fy,...F,} (2.107)

raportat la un reper triortogonal OXY Z, cu versorii axelor de coordonate OX, OY,0Z
notati 7, j, respectiv k, astfel incat planul vectorilor si coincidd cu planul OXY al
reperului.

Dreptele suport ale vectorilor (fortelor), notate (Aj), (As), ..., (A,), sunt continute
in planul OXY, plan ce intersecteaza volumul geometric al unui corp solid rigid asupra
caruia actioneaza sistemul de vectori.

In aceastd ipoteza, fortele sistemului se scriu sub forma

F,=F, i+F, j, p=1n, (2.108)

avand cate doua componente, pe OX si pe OY.
Momentele fortelor sistemului in raport cu polul O (originea reperului) se scriu sub
forma

MO(FM) = Wﬂ X Fu - MO<FM> -k, By € (Ay), p=1n, (2.109)
fiind vectori pe axa OZ, conform definitiei produsului vectorial, deoarece vectorii factori

O_P# i FH sunt, continuti in planul OXY.
Rezultanta sistemului este ((2.2)):

R=>F,=Y Fu-i+Y FuyJj (2.110)
pn=1 pn=1 pn=1
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iar momentul rezultant in raport cu polul O este ((2.4)):

n n

Mo =Y Mo(F,)=> Mo(F,) k. (2.111)

p=1 p=1
Al doilea invariant scalar al sistemului este nul
ILy=R-Mop=0, (2.112)

conform relatiilor (2.110) si (2.111), fiind produsul scalar a doi vectori perpendiculari.
Conform (2.110), (2.111) si (2.112) sistemul este echivalent cu un vector unic — cazul
al treilea de reducere. Axa centrala este dreapta suport a rezultantei R, care este vector
alunecator.
Rezultanta si momentul rezultant in raport cu polul O se scriu sub formele analitice:

R=R, i+R,-j, Mo= Mo,k (2.113)
unde componentele scalare ale rezultantei si momentului rezultant sunt date in relatiile
(2.110) si (2.111):

Ry =) Fu, Ry=> Fu, Mo.=» Mo(F,). (2.114)
pn=1 pn=1 pn=1

Inlocuind (2.114) in relatia (2.100) se obtine pentru axa centrali a sistemului ecuatias

Ac):T= : : 2.115
sau inca, prin eliminarea parametrului real \:
(A¢):2- Ry —y- R, = Mo, (2.116)

unde (x,y) sunt coordonatele in planul OXY ale unui punct oarecare C' apartinand
axel centrale (A¢), care este dreapta suport a rezultantei.

Ecuatia (2.116) este ecuatia unei drepte continuta in planul OXY si se poate obtine
in acest caz de reducere si prin aplicarea teoremei lui Varignon.

I1.10.2. Sisteme de vectori paraleli
Se considera un sistem de vectori alunecatori paraleli

S={F,Fy, .. F,} (2.117)

raportat la un reper triortogonal OXY Z cu versorii axelor de coordonate OX, OY,0Z
notati i, j, respectiv k.
Dreptele suport ale vectorilor (fortelor), notate (A;), (As), ..., (A,), sunt paralele:

(A1) [ (A2) |- [ (An), (2.118)
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fiind continute intr-un domeniu D al spatiului tridimensional, domeniu ce corespunde
volumului geometric al unui corp solid rigid asupra caruia actioneaza sistemul de vectori.

Se noteaza u versorul directiei comune a vectorilor sistemului (vector liber). In cazul
cel mai general versorul u are expresia analitica:

U=a-i+8-j+7v- k, (2.119)
unde «, [ si v sunt cosinusurile directoare care satisfac relatia ([11], [12])
o+ B+ =1 (2.120)

In aceasta ipoteza, fortele sistemului se scriu sub forma

F,=F,-u, p=1n, (2.121)
unde F), sunt valorile algebrice ale acestora.

Avem:

{FM>O, daci F, -7 > 0 -
Y /’L:17n7

F, <0, dacéfu-ﬂ<0

adica valoarea algebrica este pozitiva daca forta are acelasi sens cu versorul si negativa
daca forta are sens contrar versorului.
Cu relatiile (2.121) momentele fortelor in raport cu polul O se scriu sub forma

Mo(F,) =7, xF,=7,%x F, 1, (2.122)

unde 7, = WW P, € (A,), p =1,n si sunt vectori perpendiculari pe directia comuna
a fortelor, conform definitiei produsului vectorial.
Rezultanta sistemului este ((2.2)):

R:ifﬂziﬁ’u-a, (2.123)
pn=1 n=1

iar momentul rezultant in raport cu polul O este ((2.4)):

Mo = iﬂo(ﬂ) — (i F,- n) X 1. (2.124)

p=1

Rezultanta este un vector paralel cu directia comuna a fortelor, iar momentul rezul-
tant in polul O este perpendicular pe directia comuna a fortelor, conform definitiei

produsului vectorial: B o
Rilu si Mo L. (2.125)

Al doilea invariant scalar al sistemului este nul
ILy=R-Mp=0, (2.126)

fiind produsul scalar a doi vectori perpendiculari, conform (2.125).
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Conform (2.123), (2.124) si (2.126) sistemul este echivalent cu un vector unic — cazul
al treilea de reducere. Axa centrala este dreapta suport a rezultantei R, care este vector
alunecator.

Ecuatia axei centrale se obtine in acest caz de reducere prin aplicarea teoremei lui
Varignon:

Mo = Mo(R), (2.127)

momentul rezultant al sistemului in polul O este egal cu momentul vectorului rezultant
in polul O.
Se noteaza C' un punct oarecare de pe axa centrala (A¢), C € (A¢g). Avem:

Mo(R) =7¢ x R, 7c = OC. (2.128)

Conform (2.124), (2.127) si (2.128) rezulta:

Tox R= (Z FE, -@) X . (2.129)
p=1

Inlocuind (2.123) in (2.129) se obtine

<Z FM> e X U= (Z F, -m) X 1, (2.130)
p=1 p=1
ecuatie vectoriala a carei solutie reprezinta ecuatia axei centrale (suportul rezultantei):
21 Fu Ty
(Ag) :Fe="————+ X1, AR, (2.131)

p=1

unde T este vectorul de pozitie al unui punct oarecare C' apartinand axei centrale,
definit in relatia (2.128), valorile algebrice ale fortelor F,, 4 = 1,n sunt definite in
relatia (2.121), vectorii de poztie 7, sunt definiti in relatia (2.122):

T, = W“, P, e (A,), p=1,n,

iar A este un parametru real.

Axa centrald este o dreapta paralela cu directia comuna a fortelor.

Pentru a obtine ecuatiile scalare ale axei centrale se stabilesc coordonatele punctelor
P,, = 1,n de pe dreptele suport ale fortelor in reperul OXY Z considerat:

Pul@ ) € (B, p=Tm, (2.132)
coordonate cu care vectorii de pozitie se scriu sub forma

Tu=Tu i+Yu-J+2zk p=1n (2.133)
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Inlocuind (2.119) si (2.133) in (2.131) se obtin pentru axa centrald a sistemului
urmatoarele ecuatii scalare:

1 n
ro = (ZFM-$M>+)\'Q,

p=1

pn=1
1 n
Yo = —4 (ZFMyN>+)‘57 AER; (2134)
ZFM p=l
p=1
1 n
2C = n (ZFNZH>+>\77
ZFH p=1
p=1

unde A este un parametru real si z¢, yo, z¢ sunt coordonatele unui punct oarecare C'
apartinand axei centrale (Ag).

In relatia (2.122) punctele P, apartinand dreptelor suport (A,), 1 = 1, n ale fortelor
sunt alese arbitrar, conform definitiei momentului polar.

Primul termen al sumei din relatia (2.131) reprezinta vectorul de pozitie al unui
punct Cy al axei centrale (A¢):

Ty = 0Co = ““——, Gy € (Ac), (2.135)

punct care depinde de alegerea punctelor P, pe dreptele suport (A,), p = 1,n ale
fortelor.

I1.11. Distributii de forte

In acest paragraf al cursului se studiaza un alt caz particular de sisteme de vectori
alunecatori, anume cazul in care repartizarea fortelor nu este distincta, ci continua in
spatiu. Daca actiunea fortelor se manifesta in mod continuu intr-un domeniu dat al
spatiului tridimensional, fara sa existe drepte suport discret precizate, se aplica modelul
fizic al distributiei de forte.

O distributie de forte este un model fizic aplicat pentru a modela contactul fizic
dintre doua corpuri solide, rigide sau deformabile, sau efectul presiunii unui fluid asupra
corpurilor solide.

In particular, modelul fizic al distributiei de forte este aplicat in disciplinele de
Rezistenta Materialelor gi Mecanica Fluidelor.

In disciplina de Rezistenta Materialelor modelul distributiei de forte este aplicat in
cazul contactului dintre doua corpuri solide (rigide).

In disciplina de Mecanica Fluidelor modelul distributiei de forte este aplicat pentru
a reprezenta actiunea presiunii unui fluid asupra corpurilor solide: presiunea unui fluid
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asupra peretilor unui vas sau rezervor, presiunea apei asupra pieselor active ale unei
pompe, presiunea unui gaz asupra unui piston sau asupra unei pale de turbina, presiunea
apei asupra unui baraj etc.

In disciplinele tehnice, distributiile de forte sunt aplicate pentru a modela contactul
fizic dintre piesele imbinate (legaturi statice, reazeme, dispozitive de strangere, cuple
cinematice etc.).

In cazul contactului fizic dintre dou# corpuri solide, actiunea unui corp asupra
celuilalt poate fi reprezentata prin modelul distributiei de forte, adica o multime in-
finita de forte de marime infinit mica, distribuite continuu pe suprafata de contact
dintre cele doua corpuri, avand directiile normale pe aceasta suprafata in fiecare punct.
Daca suprafta de contact este o suprafata plana, distributia de forte constituie un sistem
de vectori paraleli.

O distributie de forte este definita prin intensitatea ¢, marime scalara variabila
pe suprafata de contact, care se masoara in unitati de forta pe unitate de suprafata
(N/m?). Daca intensitatea q are aceeasi valoare in orice punct al suprafetei de contact,
distributia se numegte uniforma.

In problemele de statica si de dinamica plana, adica in cazul in care fortele aplicate
corpurilor si reactiunile acestora sunt coplanare, nu este necesar sa se considere intreaga
suprafata de contact dintre doua corpuri, ci numai latura suprafetei continuta in planul
fortelor. Din acest motiv, in cursul de fata se vor studia numai distributiile de forte
coplanare aplicate normal (perpendicular) pe o linie materiala, in particular pe o bara
rigida rectilinie. O astfel de distributie de forte constituie un sistem de vectori paraleli,
avand intensitatea masurata in newtoni pe metru (N/m).

I1.11.1. Distributia oarecare de forte paralele

Se considera o bara dreapta rigida AB, de lungime ¢ (m), asupra careia actioneaza
o distributie de forte paralele in acelagi sens, perpendiculare pe bara, de intensitate
q (N/m) variabila pe lungimea barei.

Se raporteaza bara la un reper triortogonal OXY Z cu originea in A si cu axa
OX pe directia barei, astfel incat bara sa fie pe semiaxa pozitiva si planul OXY sa
coincida cu planul distributiei de forte (Fig. 11.10). Notarea versorilor este cea curenta
(OX,0Y,07 —1i,3,k).

q 9

—
0=A C B X

Figura I1.10. Distributia oarecare de forte
Este cunoscuta functia

, (2.136)

Il=

q = q(l‘), S [075]7 <Q> =
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intensitatea distributiei de forte pe lungimea barei, functie continua, bijectiva si inte-
grabila conform definitiei Riemann ([1], [16], [23]) pe intervalul [0, £].

Fortele distributiei au directia axei OY. Daca fortele actioneaza in acelagi sens in
fiecare punct al barei, functia ¢(z) este pozitiv definita.

Distributia de forte constituie un sistem de vectori paraleli cu axa OY in sens negativ
si se reduce la o rezultants unica conform I1.10.2, notati Q.

Asupra unui element de lungime infinit mica al barei (dz), aflat la distanta x de ori-
gine, actioneaza forta elementara dQ, egald cu produsul dintre intensitatea distributiei
in acel punct ¢(z) si elementul de lungime:

dQ = q(z) - dr (N), dQ = —dQ -j. (2.137)

Rezultanta distributiei de forte este data de integrala Riemann a fortei elementare
([1], [16], [23]):

Q- (2.138)

Q:/de:/jq@.dx (N}, @

si este un vector paralel cu axa OY in sens negativ.
Momentul fortei elementare in raport cu polul O (originea reperului) sau momentul
elementar este definit de relatia:

dMo =7 xdQ (N-m), 7=z -1, (2.139)
unde 7 este vectorul de pozitie al elementului de bara pe care actioneaza forta elemen-
tara.

Momentul rezultant al distributiei de forte in raport cu polul O este dat de integrala
Riemann a momentului elementar ([1], [16], [23]):

¢ ¢
HOZ/ dMO:/ FxdQ (N-m). (2.140)
0 0
Din (2.137), (2.139) si (2.140) se obtine pentru momentul rezultant in polul O:
Mo = /x-ix(—q(m)dx-j), Mo = —/x-q(x)dx-(ixj),
0 0
sau inca, inlocuind produsul vectorial al versorilor conform (1.65):
o ¢
Mo = —/ z-q(x)dx -k (N -m) (2.141)
0

si este un vector pe axa OZ, in sens negativ.

Punctul de aplicatie al rezultantei () este un punct al barei, notat C'. Pentru deter-
minarea acestuia se aplica teorema lui Varignon distributiei de forte, momentul rezul-
tant in raport cu polul O este egal cu momentul vectorului rezultant in polul O:

Mo = Mo(Q). (2.142)



Momentul rezultantei in raport cu polul O este dat de relatia
Mo(@) =T X@ (Nm>,

unde 7¢ este vectorul de pozitie al punctului C.
Notand b bratul rezultantei (abscisa punctului C'), avem

Te=b-i, b=0C = AC.
Din (2.143) si (2.144) rezulta
WMo(@) =b-ix Q.
Din (2.138) si (2.145) se obtine pentru momentul rezultantei

Mo(Q) = b / g(@)dz - (7 x 7),

sau inca, inlocuind produsul vectorial al versorilor conform (1.65):

QRN — Z —
Mo(@) = —b / g@)de T (N -m) .,
0
Din (2.141), (2.142) si (2.146) rezulta

B f(f x - q(z)dr

" ™
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(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

relatie care da pozitia punctului de aplicatie al rezultantei pe bara (bratul rezultantei).
In continuare se prezinta doua cazuri particulare de distributii de forte paralele.

11.11.2. Distributia uniforma de forte paralele

Se considera o bara dreapta rigida AB, de lungime ¢ (m), asupra careia actioneaza
o distributie de forte paralele in acelasi sens, perpendiculare pe bara, de intensitate

constanta ¢ (N/m) pe lungimea barei.

Se raporteaza bara la un reper triortogonal OXY Z cu originea in A si axa OX pe
directia barei, astfel incat bara sa fie pe semiaxa pozitiva si planul OXY sa coincida

cu planul distributiei de forte (Fig. IL.11).

Y4 .

HQ |
C

0=A

Figura II.11. Distributia uniforma de forte paralele
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Avem: N
q = q(z) = const. <—> , x € [0,4]. (2.148)

m

Conform (2.138) rezultanta distributiei este
Q=q-t (N), (2.149)

iar bratul rezultantei in raport cu polul O este conform (2.147):

b= g (m). (2.150)

11.11.3. Distributia liniara de forte paralele

Se considera o bara dreapta rigida AB, de lungime ¢ (m), asupra careia actioneaza o
distributie de forte paralele in acelasi sens, perpendiculare pe bara, de intensitate liniar
variabila pe lungimea barei. Intensitatea distributiei este nula in punctul A si egala cu
¢o (N/m) in punctul B.

Se raporteaza bara la un reper triortogonal OXY Z cu originea in A gi axa OX pe
directia barei, astfel incat bara sa fie pe semiaxa pozitiva si planul OXY sa coincida
cu planul distributiei de forte (Fig. 11.12).

T

a9,
} .
0=A C B X

Figura I1.12. Distributia liniara de forte paralele
Avem

x /N
= =qy-— ( — 0, /]. 2.151
q=q(z) qo€<m>,$€[,] (2.151)
Conform (2.138) rezultanta distributiei este

Q=L (N), (2.152)

iar bratul rezultantei in raport cu polul O este conform (2.147):

b==10 (m). (2.153)
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Capitolul III
CENTRE DE GREUTATE

Dupa cum s-a mentionat in Introducere, paragraful Modele simplificatoare ale meca-
nicit, exista doua modele de baza ale mecanicii clasice, corpul solid rigid si punctul
material. Centrul de greutate este o notiune fizica care se defineste in cazul modelului
de corp material solid si in cazul modelului de sistem de puncte materiale.

In cazul unui corp material solid, rigid sau deformabil, centrul de greutate se
definegte in conditiile in care corpul are o masa finita (masurabild), dimensiuni fi-
nite (masurabile) gi o forma geometrica precizata. Centrul de greutate este punctul
conventional de aplicatie al fortei de greutate a corpului, considerata ca vector legat.
Centrul de greutate exista in conditiile prezentei unui camp gravitational, adica in
cazul corpurilor solide aflate in campul gravitational terestru. In absenta campului
gravitational, notiunea de centru de greutate este inlocuita cu notiunea de centru de
masa sau centrul maselor, care este in legatura cu proprietatea de inertie a materiei.

Notiunea de centru de masa in cazul unui corp solid sau centrul maselor in cazul
unui sistem de corpuri are un caracter mai general decat notiunea de centru de greutate.

Pentru a obtine relatia de calcul a centrului de greutate al unui corp material solid
se vor aplica rezultatele demonstrate in 11.10.2, Sisteme de vectori paraleli.

Asa cum s-a mentionat in Introducere, paragraful Modele simplificatoare ale mecanicii,
punctul material este modelul prin care se atribuie o masa (finita) unui punct din spatiul
tridimensional.

III.1. Centrul de greutate al unui sistem de puncte materiale

Se considera un sistem de n puncte materiale
SOZ{P17P27"'7PTL}7 (31)

avand masele mq, mo, ..., respectiv m,,.

Se raporteaza sistemul de puncte materiale Sy la un reper triortogonal OXY Z cu
versorii axelor OX,0Y,OZ notati 7, j respectiv k, cu axa OZ in pozitie verticald. Se
cunosc coordonatele pozitiilor punctelor materiale in reperul OXY Z:

P/L(x,uay,u7z,u)7 ,uzl,_n, (32)
coordonate care dau expressile analitice ale vectorilor de pozitie ai punctelor materiale:

Fo=OP, =ity Jt ok p=Tm (33)
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In campul gravitational terestru, asupra fiecarui punct material apartinand siste-
mului Sy actioneaza forta de greutate:

G,=m, g, p=1n, (3.4)

unde ¢ reprezinta acceleratia gravitationala, vector liber avand directia verticala si
sensul 1n jos, adica pe axa OZ in sens negativ.

Fortele de greutate ale punctelor materiale ale sistemului Sy constituie un sistem de
forte paralele de acelasi sens:

S =1{Gy,Cs,....Gn}. (3.5)

fiind vectori legati de punctele Py, Ps, ..., respectiv P,.

Versorul directiei comune a fortelor de greutate este k, versorul axei OZ, conform
alegerii reperului.

Conform I1.10.2, sistemul de forte paralele S se reduce la o rezultanta unica, care
este forta de greutate totala a sistemului de puncte materiale:

G=Gi+Gy+--+G, =) G, (3.6)
pn=1

In aceste conditii se pune problema determinarii centrului de greutate al sistemului
de puncte materiale Sy, care este punctul conventional de aplicatie al fortei de greutate
totala considerata ca vector legat, rezultanta sistemului de forte S.

Conform I1.10.2, rezultanta unui sistem de vectori alunecatori paraleli este un vector
alunecator avand ca dreapta suport axa centrala a sistemului. Concluzia este valabila
si pentru sistemul de vectori legati S definit in (3.5). Conditiile de legatura ale fortelor
de greutate @M de punctele de aplicatie P, u = 1,n, intervin in calcularea momentelor
acestor forte.

Conform (2.131), ecuatia suportului rezultantei G a sistemului fortelor de greutate
S este:

n
Z Gu Th
(A): F=""1 4Nk AER, (3.7)
G,
pn=1

unde G, sunt valorile algebrice (scalare) ale fortelor de greutate, negativ definite con-
form alegerii reperului:
G,=-mu-g, p=1n, (3.8)

vectorii Ty, 1 = 1, n, sunt definiti de relatiile (3.3), iar A este un parametru real.
Primul termen din relatia (3.7) reprezinta vectorul de pozitie al unui punct C' de
pe suportul rezultantei:
n
21 MuTy
To =" : (3.9)

n
> My
p=1
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relatie in care s-au inlocuit fortele de greutate conform (3.8).
Intre punctele O (originea reperului), C'si P,, u = 1,n, se scriu urmatoarele relatii
vectoriale (legile de variatie ale coordonatelor la translatia axelor):

OP,=0C+CP,, 7,=7c+CP,, p=1n. (3.10)

Inlocuind (3.10) in (3.9), avem
Zmu "To = Zmu (Tc +Wu)>
pn=1 pn=1

de unde rezulta

> m,-CP,=0. (3.11)
pn=1

In continuare se demonstreazi ci punctul C' este unic determinat pentru sistemul
de puncte materiale Sy, adica exista un singur punct C' care verifica relatia (3.11).
Intre punctele C, Py, P, ..., P, se scriu urmatoarele relatii vectoriale:

CPNICP1+P1PN, ,LL:2,TL (312)

Inlocuind (3.12) in (3.11), avem

Zm#-ﬁl—i—Zm“-PlP“:G,

u:l ‘u,:2

de unde rezulta

PC = ! -(Zmu~P1Pu>, (3.13)

n
> My p=2
pn=1

relatie care da vectorul de pozitie al punctului C' in raport cu punctul P; in functie de
vectorii TPN, p = 2,n, adica in functie de pozitiile reciproce ale punctelor materiale
din sistemul 5.

Relatia (3.13) arata ca punctul C este unic determinat ca solutie a ecuatiei vectoriale
(3.11) si nu depinde de reperul la care este raportat sistemul de puncte materiale.

Punctul C' este o proprietate intrinseca a sistemului de puncte materiale, adica
pozitia sa in sistem nu depinde de reperul de referinta.

In concluzie, punctul C' se considera ca punct de aplicatie al fortei de greutate totala,
rezultanta fortelor de greutate ale punctelor materiale din sistemul Sy definit in (3.1).
Punctul C' se numeste centrul de greutate al sistemului de puncte materiale.

In ipoteza in care sistemul de puncte materiale Sy este raportat la un reper tri-
ortogonal OXY Z, relatia de calcul a centrului de greutate C' este relatia (3.9):

Zlmu Ty
oC=7g="———, (3.14)

n
> My
p=1
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unde m,, sunt masele punctelor materiale, iar 7, 4 = 1,n, sunt vectorii de pozitie in
reperul considerat.

In continuare se demonstreazi cd punctul C' are aceeasi pozitie relativa in raport cu
punctele materiale ale sistemului Sy indiferent de reperul de referinta.

Se considera sistemul de puncte materiale Sy definit in (3.1) raportat la doua repere
triortogonale distincte OXY Z si QX'Y'Z’'. Centrul de greutate in reperul OXY Z se
noteaza C, iar centrul de greutate in reperul QX'Y’Z" se noteaza C’. Conform (3.9)
vectorii de pozitie ai punctelor C' gi C” sunt dati de relatiile (Fig. IIL.1):

21 My Ty
Fo=0C="~———, 7,=0P,, (3.15)
> my
pn=1
DMy T,
T = Q0 == , 7!, = QP,. (3.16)
> My
pn=1

Intre punctele O, Q si P,, i = 1,n, se scriu urmatoarele relatii vectoriale (legile de
variatie ale coordonatelor la translatia axelor intre reperul OXY Z si un reper cu axele
paralele cu originea in @):

T.=0Q+T7), p=T1n (3.17)

Inlocuind (3.17) in (3.15), se obtine

(3.18)



71

Inlocuind (3.16) in (3.18), rezultd
OC =0Q + QC", (3.19)

relatie care arata ca punctele C si C” coincid ca pozitie, indiferent de reperul de referinta.

II1.2. Centrul de greutate al unui corp material solid

Pentru corpurile materiale solide, rigide sau deformabile, centrul de greutate se
determina in conditiile in care acestea au o masa finita (masurabila), dimensiuni finite
(masurabile) si o forma geometrica definita.

Un corp material solid este echivalent cu un sistem de puncte materiale infinite
ca numar, distribuite continuu in spatiul geometric pe care il ocupa, deoarece masa
corpului este infinit divizibila pe volum. Masa unui astfel de punct material este infinit
mica, dm — 0.

In cazul cel mai general, corpurile materiale solide sunt tridimensionale, avand un
volum finit (V') gi o masa finita (M), distribuita in acel volum. Pozitia centrului de
greutate al unui corp material solid nu depinde de proprietatile de rigiditate sau de
deformabilitate.

Se considera un corp material solid (.5), rigid sau deformabil, raportat la un reper
triortogonal OXY Z cu versorii axelor OX, OY,0Z notati i, j, respectiv k. Masa finita
a corpului (S) se imparte Intr-un numar infinit de mase elementare, dm,, 1 = 1,n,
n — oo.

Aplicand relatia (3.14) pentru determinarea centrului de greutate al sistemului de
puncte materiale constituit din masele elementare ale corpului (5), avem:

> dmy, -7,
Fo=t0 (3.20)
> dmy,
pn=1

relatie care da vectorul de pozitie al centrului de greutate al corpului (S) in reperul
considerat.

Pentru n — 0o, masele elementare sunt infinit mici, dm, — 0, u = 1, n, iar relatia
(3.20) devine:

f(M)F -dm 1

unde dm este elementul de masa (masa elementard) si s-a notat M masa corpului,
marime fizica scalara (Kg).

Integralele din relatia (3.21) sunt integrale Stieltjes ([2], [8], [23]), avand unele pro-
prietati similare integralei Riemann ([1], [16], [23]), definite pe domeniul masic (masa
corpului).

Relatia (3.21) este formula generala pentru determinarea centrului de greutate al
corpurilor materiale solide, rigide sau deformabile. Relatia are mai multe forme par-
ticulare, pentru corpuri omogene, care au aceeasi densitate pe tot volumul si pentru
corpuri omogene cu forme geometrice particulare.

To = 7-dm, (3.21)
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Un corp material solid poate fi asimilat cu un sistem de puncte materiale infinite
ca numar, distribuite continuu in volumul sau. Masa gi volumul unui astfel de punct
material sunt infinit mici (dm,dV’) si sunt legate prin relatia:

dm = p-dV, (3.22)

unde p este densitatea volumetrica a corpului in punctul respectiv, marime fizica scalara
(Kg/m?).

Un corp material solid este omogen daca densitatea este aceeasi in orice punct, adica
constanta pe volumul corpului.

Inlocuind (3.22) in (3.21), se obtine formula generala pentru determinarea centrului
de greutate al corpurilor solide omogene:

F-dV
To = f(f(— = —/ (3.23)

unde (D) este domeniul tridimensional al volumului corpului, dV este elementul de
volum (volumul elementar) si s-a notat V' volumul corpului, méarime scalara finita (m3).

Integralele din relatia (3.23) sunt integrale de volum ([2], [8], [23]) definite pe dome-
niul tridimensional al volumului corpului (integrale Riemann triple).

Daca una dintre cele trei dimensiuni ale corpului material solid este mica in raport
cu celelalte doua si poate fi neglijata, corpul solid se prezinta prin modelul de suprafata
materiala, care are o arie finita (A) si o masa finita (M) distribuita pe acea arie.

O suprafata materiala () poate fi asimilata cu un sistem de puncte materiale infinite
ca numar, distribuite continuu pe aria sa. Masa si aria unui astfel de punct material
sunt infinit mici (dm, dA) si sunt legate prin relatia

dm = p-dA, (3.24)

unde p este densitatea superficiald in punctul respectiv, méarime fizica scalard (K g/m?).
O suprafata materiala este omogena daca densitatea este aceeasi in orice punct,
adica constanta pe aria suprafetei.
Inlocuind (3.24) in (3.21), se obtine formula generald pentru determinarea centrului
de greutate al suprafetelor materiale omogene:

frdA

To = f(— = / (3.25)

unde (X)) este domeniul bidimensional al ariei suprafetei materiale, dA este elementul
de arie (aria elementard) si s-a notat A aria suprafetei, marime scalara finita (m?).

Integralele din relatia (3.25) sunt integrale de suprafata ([2], [8], [23]) definite pe
domeniul bidimensional al ariei suprafetei materiale. Daca suprafata este plana, acestea
sunt integrale Riemann duble.

Daca doua dintre dimensiunile corpului material solid sunt mici in raport cu cea
de-a treia si pot fi neglijate, corpul solid se prezinta prin modelul de linie materiala,
care are o lungime finita (L) si o masa finita (M) distribuita pe acea lungime.
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O linie materiala (I') poate fi asimsilata cu un sistem de puncte materiale infinite
ca numar, distribuite continuu pe lungimea sa. Masa gi lungimea unui astfel de punct
material sunt infinit mici (dm, ds) si sunt legate prin relatia

dm = p - ds, (3.26)

unde p este densitatea liniara in punctul respectiv, marime fizica scalara (Kg/m).

O linie materiala este omogena daca densitatea este aceeasi in orice punct, adica
constanta pe lungimea sa.

Inlocuind (3.26) in (3.21), se obtine formula generald pentru determinarea centrului
de greutate al liniilor materiale omogene:

r-ds 1
Fo = JuyT- s = _/ 7 - ds, (3.27)
f(F) ds L T

unde (I') este domeniul unidimensional al lungimii liniei materiale, adica curba de contur
a liniei, ds este elementul de curba (lungimea elementara) si s-a notat L lungimea liniei,
marime scalara finita (m).

Integralele din relatia (3.27) sunt integrale curbilinii ([2], [8], [23]) definite pe dome-
niul unidimensional al curbei de contur a liniei materiale. Daca curba de contur este
un segment de dreapta, acestea sunt integrale Riemann simple.

Observatia 3.1 Relatia (3.27) nu se aplica pentru fire materiale flexibile care se de-
formeaza sub actiunea greutatii proprii.

In continuare se prezinta centrele de greutate ale unor corpuri solide omogene
de forme geometrice particulare ([12], [17], [23]). Rezultatele sunt prezentate fara
demonstratie, fiind obtinute prin aplicarea formulelor de calcul (3.23), (3.25) si (3.27).

II1.2.1. Centrele de greutate ale corpurilor unidimensionale
de forme particulare

Un corp material solid este unidimensional daca doua dintre dimensiunile sale sunt
neglijabile in raport cu a treia, anume lungimea. Un corp solid unidimensional se
prezinta prin modelul mecanic de bara materiala, daca opune rezistenta la schimbarea
formei sau fir material, daca rezistenta opusa la schimbarea formei este neglijabila.

Barele materiale pot fi plane sau spatiale. Cel mai simplu model de bara materiala
este bara rectilinie (dreapta). In cursul de fata se prezinta numai centrele de greutate
ale barelor plane omogene.

Firele materiale pot fi de greutate neglijabila, utilizate pentru legarea corpurilor
materiale solide ale unui sistem mecanic, sau pot fi de greutate masurabila, caz in care
pozitia de echilibru static a firului este dati de ecuatia lantisorului ([13], [17]). In cursul
de fata se prezinta problema de echilibru static a firului material omogen de greutate
data.



74

I11.2.1.1. Centrele de greutate ale barelor materiale omogene

Se prezinta doua cazuri de bare plane omogene gi cazul barei compuse.

Centrul de greutate al unei bare drepte se afla la jumatatea sa. Daca bara, notata
AB, se raporteaza la un reper OXY Z, coordonatele centrului de greutate se obtin ca
medie aritmetica a coordonatelor extremitatilor:

1 1 1
To =g (za+B), yo = B (ya+yp), 2c= 2 (24 + 2B). (3.28)

Centrul de greutate al unei bare in forma de arc de cerc de raza R si unghi la centru
2a se afla pe axa de simetrie, la distanta ([12], [22])

sin o

d=R

- (3.29)

fata de centrul geometric (centrul conturului circular), cu unghiul « exprimat in radiani.
Pentru bara in forma de semicerc si bara in forma de sfert de cerc relatia (3.29) se
particularizeaza in formele (Fig. I11.2 a gi b):

/
/
/

/'_
C
I
!
%
o
Figura II1.2. Centrele de greutate ale barelor circulare

To = 0, Yo = oC = % ) (330)

7
respectiv

2 2
00 =22, wo=ye =22

™ ™

(3.31)

Pentru o bara materiala omogena (I') compusa din n portiuni plane sau spatiale
raportata la un reper OXY Z, pentru care se cunosc pozitiile centrelor de greutate ale
portiunilor C),, u = 1,n, vectorul de pozitie al centrului de greutate este dat de relatia

fo="——— =72 luTc, (3.32)
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unde £, siTc,, = 1,n, sunt lungimile barelor componente, respectiv vectorii de pozitie
ai centrelor de greutate, iar L este lungimea totala a barei.

Coordonatele centrului de greutate al barei (I') se obtin prin proiectarea relatiei
(3.32) pe axele de coordonate:

1 & 1 ¢ IR
ZL’C:ZZKM-Z’CW yczzzf“-ycu, ZCZEZKM'ZCW (333)
1 1 1

unde (z¢,,yc,, zc,) sunt coordonatele centrelor C,, p = 1,n.

111.2.1.2. Echilibrul firului material omogen
suspendat la extremitati

Una din problemele mecanicii clasice care se incadreaza in capitolul centrelor de
greutate este problema de echilibru static a unui fir material omogen suspendat la
extremitati sub actiunea greutatii proprii.

Pentru studiul echilibrului firului material omogen se folosesc functiile hiperbolice
sinus gi cosinus din analiza matematica: sinus hiperbolic si cosinus hiperbolic. Acestea
sunt definite pentru x € R prin relatiile ([16], [23]):

shx =

(" —e ™), chex == (" +e7®) (3.34)

N | —
N | —

si au urmatoarele proprietati:
shx = —sh (—z), chx =ch(—x),

d d
— (shz) = (shz) = ch — (chz) = (chz) =sh
o (shz) = (shx) = chuz, T (chz) = (chz)" = shuz,

(chz)?— (shz)*’=1, z€R (3.35)

Se considera un fir material omogen de lungime data cu extremitatile notate A
si B. Firul este flexibil, adica nu opune rezistenta la schimbarea formei si inextensibil,
adica nu-gi modifica lungimea sub actiunea fortei de tensiune interna sau externa (nu
se intinde).

Daca extremitatile A si B ale firului se fixeaza la o distanta orizontala mai mica
decat lungimea firului, se pune problema de a determina forma geometrica a firului,
adica curba de contur, in conditiile in care asupra acestia actioneaza numai greutatea
proprie.

Se noteaza:

M — masa firului (Kg),

L — lungimea firului (m),

p — densitatea liniara a firului (Kg/m),
(I') — curba de contur a firului suspendat,
ds — elementul de arc al curbei de contur,

dm — elementul de masa al firului (masa elementara).
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Masa firului, densitatea si lungimea sunt legate prin relatia
M=p-L (Kg). (3.36)

Masa elementara, densitatea si lungimea elementara (elementul de arc) sunt legate
prin relatia (3.26):
dm = p - ds, (3.37)

firul fiind un model mecanic din categoria liniilor materiale.
Ca ipoteza se considera cunoscute lungimea firului, densitatea liniara

L{m), p(Kg/m)

si pozitiile punctelor de suspensie A si B.
Se determina ecuatia curbei de contur a firului

(T) :y = y(x), (3.38)

intr-un reper ales in anumite conditii, curba continuta in planul vertical al punctelor A
si B.

In orice punct al firului suspendat este prezenta o forta de tensiune interna, minima
in punctul cel mai de jos (varful curbei de contur) gi maxima in punctul cel mai de sus
(A sau B).

Intr-un punct oarecare P al firului suspendat, fortele interne care actioneaza asupra
elementului de lungime sunt (Fig. I11.3):

da — greutatea elementara, pe directie verticala,
T — tensiunea interna in jos, tangenta la curba (T),
T +dT'" — tensiunea interna in sus, tangenta la curba ('),

unde s-a notat d7 variatia infinit mica a tensiunii interne, orientata in sens crescator.
Se raporteaza planul curbei (I') la un reper ortogonal OXY cu axa OY in pozitie
verticala, astfel incat originea sa coincida cu punctul cel mai de jos al curbei, notat V.

Figura II1.3. Echilibrul firului omogen suspendat

In aceastd ipotezd, lungimea curenta a arcului de curba OP este data de integrala

(1], [23], [25]): )
/ mdx

dy

s(z) = C Y= (3.39)




7

unde ¥ este derivata in raport cu z a functiei (3.38).
Greutatea elementara se scrie ca produs dintre masa elementara si acceleratia gra-
vitationala:

dG =7 -dm,

sau inca, conform (3.37):
dG = —p-g-ds-j. (3.40)

Se noteaza T, T, componentele tensiunii interne pe axele OX, respectiv OY. Avem:
dT = dT, -i+dT, - j. (3.41)
Se scrie conditia de echilibru static a elementului de lungime al firului ([13], [30]):
dG +dT =0,
ecuatie care se proiecteaza pe axele OX gi OY, obtinand conform (3.40) si (3.41):
dl, =0 si dT,=p-g-ds, (3.42)

ecuatii diferentiale scalare.
Integrand ecuatiile (3.42), rezulta

T, =Ty =const. si |Ty|=p-g-s, (3.43)
unde s este lungimea curenta a arcului de curba data de (3.39).

Observatia 3.2 Tensiunea T} este pozitiva sau negativa, in functie de segmentul de

fir sectionat pe care actioneaza, PA sau PB. Tensiunea 7T}, este negativa.

Deoarece tensiunea interna este tangenta la curba de contur, avem

unde ¢ este unghiul tangentei la curba (I).
Din (3.43) si (3.44) rezulta
dy

= —. 3.45
dx % ( )

sau inca, inlocuind conform (3.39):

d 1 [
y = d—y = —/ V1+y?-dr, (3.46)
r PJo

unde s-a notat raportul constant pozitiv

p=——> (p)=m. (3.47)
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Derivand ecuatia (3.46) in raport cu x, avem

dy 1
7 — _ 1 + ’2’
de p 4

de unde se obtine prin separarea variabilelor
dy’ dx

Vityr v

Integrand ecuatia (3.48), rezulta
In (y’ /1T y’2> _— (3.49)
p

constanta de integrare fiind nula in conditia in care tangenta in origine la curba (I")
este orizontala, y'(0) = 0.

(3.48)

Observatia 3.3 In ecuatia (3.49), abscisa x este negativa sau pozitiva, in functie de
pozitia punctului P (Fig. I11.3).

Ecuatia (3.49) se scrie sub forma

y'+\/1+y’2:exp< >

T
p

si se dezvolta in continuare obtinand
d
p

Deoarece functia sinus hiperbolic este impara si functia y/(z) este negativa pentru
r < 0 si pozitiva pentru x > 0, adica panta tangentei la curba (I') este negativa in
cadranul doi si pozitiva in cadranul unu, ecuatia (3.50) se scrie:

j—i = sh (g) : (3.51)

Se noteaza a si b abscisele punctelor de suspensie A si B in reperul considerat,
cunoscute prin ipoteza, a,b > 0.
Integrand ecuatia (3.51) in conditiile

y(x) >0, z € [—a,b], v #0siy(0) =0 (3.52)

se obtine ecuatia curbei de contur a firului

) :y=p- {ch <%> - 11 .z € [—a,b]. (3.53)

Ecuatia (3.53) se numeste ecuatia lantisorului ([13], [20], [22]) si a fost obtinuta prima
data in secolul al XVII-lea (aproximativ 1690) de catre Gottfried Wilhelm von Leibniz
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(16461716, german), Christiaan Huygens (1629-1695, olandez) si Johann Bernoulli
(1667-1748, elvetian).

Constanta p, notata in (3,47), se numeste parametrul lanfisorului i se determina
din conditia de lungime a firului in functie de pozitiile punctelor de suspensie A gi B. Se
pune conditia ca lungimea firului si abscisele punctelor A si B, cunoscute prin ipoteza,
sa verifice relatia (3.39):

b
d
L:/ V14y?.-dx, y/:d—i. (3.54)

Din (3.51) si (3.54) rezulti

= [ = L) o

de unde se obtine parametrul lantisorului ca solutie a ecuatiei transcendente

Loa())a(l)

ecuatie care admite doua solutii egale in modul si de semne contrare.

Tensiunea interna in sectiunea curenta P a firului se obtine ca functie de abscisa
dupa cum urmeaza.

Tensiunea orizontala rezulta din (3.43) si (3.47):
Tl =p-g-p (3.56)

Tensiunea verticala rezulta din (3.44), (3.51) si (3.56):

T
sh(—]]. 3.57
;) (@50
Tensiunea totala este

T:,/T3+T;:p-g-p-ch(g). (3.58)

Conform (3.53) si (3.58) tensiunea interna se obtine ca functie de ordonata:

T=p-g(p+y). (3.59)

|Ty|:p'g-p-

In continuare se prezinta doua cazuri particulare de suspensie a firului material
omogen.
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111.2.1.3. Echilibrul firului material omogen suspendat la nivel

Daca punctele A si B in care se fixeaza extremitatile firului sunt la aceeasi inaltime,
axa OY este axa de simetrie pentru curba de contur (I'). Se noteaza ¢ distanta orizontala
dintre punctele A si B, distanta mai mica decat lungimea firului si avem:

a:b:§,£<L. (3.60)

Conform (3.55) si (3.60), parametrul lantisorului este dat ca solutie (pozitiva) a

ecuatiei transcendente:
L l
—=2-sh (—> . (3.61)

p

Sageata firului, definita ca diferenta dintre inaltimea punctelor de suspensie si
inaltimea varfului (punctul cel mai de jos) este conform (3.53):

S pE)]

Din (3.61) si (3.62) se obtine

0 L ¢ ¥
shl—)=— sich|—)==+1 3.63
(219) 2p (219) p (3.63)

Conform (3.35) si (3.63) avem

(o))

de unde rezulta dupa efectuarea calculelor

_L*—4f?

P=—gr

relatie care permite calcularea parametrului lantigsorului prin masurarea sagetii.

Tensiunea maxima in fir se obtine in punctele de suspensie A gi B pentru x = /2
siy = f. Conform (3.58) si (3.59) avem:

(3.64)

l
Thax =p-g-p-ch|—]: )
max = P g P C <2p) (3.65)
respectiv
Tinax = P g(p + f) (366)

I11.2.1.4. Echilibrul firului material omogen intins la nivel

Daca punctele A gi B in care se fixeaza extremitatile firului sunt la aceeasi inaltime
si distanta dintre acestea este aproape egala cu lungimea firului, axa OY este axa de
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simetrie pentru curba de contur (I") si firul este aproape intins in pozitie orizontala. Se
noteaza ¢ distanta dintre punctele A si B. Avem:

14

In acest caz, curba de contur a firului se aproximeaza cu un segment de parabola
cu varful in origine:
I
(F)Zy:C'ZU2, x € |:—§7§:| ) (368)

in care constanta pozitiva C se determina din conditiile de suspensie, (C') = m™!.

Y
A (T)—m——_f B
I e S
-1/2 o L2 X

Figura II1.4. Echilibrul firului omogen intins orizontal

o(9)(6)

C =4f/0, (3.70)

relatie care permite calcularea constantei curbei de contur prin masurarea sagetii.
Inlocuind (3.70) in (3.68), avem

Avem

si, conform (3.68), rezulta

(F):y—t—{-ﬁ, T € [—575} (3.71)

Prin derivarea functiei (3.68), se obtine

dy /

=y =2C 2. 3.72

o =Y T (3.72)
Conform (3.43), (3.44) si (3.72), rezulta tensiunea verticala

|T,| =2C - Tp - |x|. (3.73)

Deoarece tensiunile verticale din punctele A si B de abscise x = F¢/2 echilibreaza
greutatea firului, avem in conformitate cu (3.36) si (3.73):

de unde rezulta in ipoteza (3.67):

20-Th=p-g. (3.74)
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Inlocuind (3.70) in (3.74), se obtine

2
p-g-t
Ty = :

8f
Tensiunea interna in sectiunea curenta P a firului se obtine ca functie de abscisa si

sageata dupa cum urmeaza.
Tensiunea orizontala rezulta din (3.43) si (3.75):

(3.75)

p-g- 1
T, = . 3.76
= 2L (3.76)

Tensiunea verticala rezulta din (3.73) si (3.74):
Tyl =p-g- |zl (3.77)

Tensiunea totala este

— /2 22
T=\T+T;=p-g-{ 64f2+€_2. (3.78)

Conform (3.71) si (3.78), tensiunea interna se obtine ca functie de ordonata:

EQ

+
<

l
T:p~g-§ (3.79)

—_
(=
s
(V]

Tensiunea maxima in fir se obtine in punctele de suspensie A si B, pentru x = F/£/2
siy = f. Conform (3.78) si (3.79), avem:

62
162

l
Tmax =p- g 5 1+ (38())

I11.2.2. Centrele de greutate ale corpurilor bidimensionale
de forme particulare

Un corp material solid este bidimensional daca una dintre dimensiunile sale, anume
grosimea este neglijabila in raport cu celelalte doua. Un corp bidimensional se prezinta
prin modelul mecanic de suprafata materiala, daca opune rezistenta la schimbarea
formei sau membrana materiala, daca rezistenta opusa la schimbarei formei este negli-
jabila.

Suprafetele materiale pot fi plane sau spatiale. Cel mai simplu model de suprafata
materiala este suprafata patrata (plana). In cursul de fata se prezinta numai centrele
de greutate ale suprafetelor plane omogene.

Se prezinta patru cazuri de suprafete plane omogene si cazul suprafetei compuse.
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O placa in forma de triunghi are centrul de greutate la intersectia medianelor. Me-
diana este linia dreapta care uneste un varf cu mijlocul laturii opuse. In cazul triunghiu-
lui dreptunghic punctul de intersectie al medianelor se proiecteaza pe catete la o treime
de baza (unghiul drept) gi doua treimi de varf (unghiul ascutit). Daca placa, notata
ABC, se raporteaza la un reper OXY Z, coordonatele centrului de greutate (notat G)
se obtin ca medie aritmetica a coordonatelor varfurilor:

1

Ta = g(xA—l—xB—i—xc),
1

Yo = g(yAerBerc), (3.81)
1

g = §(2A+ZB+ZC)-

O placa in forma de paralelogram sau de dreptunghi are centrul de greutate la
intersectia diagonalelor. In cazul dreptunghiului, punctul de intersectie al diagonalelor
se proiecteaza pe laturi la jumatatile acestora.

O placa in forma de poligon regulat are centrul de greutate in centrul geometric,
adica in centrul cercului circumscris poligonului.

Centrul de greutate al unei placi in forma de sector circular de raza R si unghi la
centru 2« se afla pe axa de simetrie, la distanta ([12], [22])

J— 2 R sin «
3 o

(3.82)

fata de centrul geometric (centrul cercului), cu unghiul o exprimat in radiani.
Pentru placa in forma de semicerc si placa in forma de sfert de cerc relatia (3.82) se
particularizeaza in formele (Fig. IIL.5 a si b):

4R
=0 =0C=—, 3.83
Tc y Yo 3r ( )
respectiv
4R 4R
OC 3 , Tco Yo 3 (3 8 )

—
B 0 A X O Xe A X

Figura IIL.5. Centrele de greutate ale placilor circulare
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Pentru o placa materiala omogena (¥) compusa din n portiuni plane sau spatiale
raportata la un reper OXY Z, pentru care se cunosc pozitiile centrelor de greutate ale
portiunilor C,,, u = 1,n, vectorul de pozitie al centrului de greutate este dat de relatia:

_ =1 _

re = : n - Z ZA:“ "TCus <385)
> Ay p=l
pn=1

unde A, si 7o, p = 1,n, sunt ariile placilor componente, respectiv vectorii de pozitie
ai centrelor de greutate, iar A este aria totala a placii.

Coordonatele centrului de greutate al placii (X) se obtin prin proiectarea relatiei
(3.85) pe axele de coordonate:

1 ¢ 1 ¢ 1 ¢
To =4 > Aure,, yo = 1 > Awe,, 2o = 1 > Auz,, (3.86)
1 1 1

unde (z¢,, yc,, zc,) sunt coordonatele centrelor Cy,, =1, n.

I11.2.3. Centrele de greutate ale corpurilor tridimensionale
de forme particulare

Un corp material solid este tridimensional daca cele trei dimensiuni principale ale
sale sunt de acelasi ordin de marime.

Un corp material tridimensional se prezinta prin modelul mecanic de solid rigid sau
deformabil. Pozitia centrului de greutate nu depinde de proprietatile de rigiditate sau
deformabilitate.

Cel mai simplu model de corp tridimensional este cubul.

Se prezinta cinci cazuri de corpuri tridimensionale omogene si cazul corpului compus.

Centrul de greutate al unui corp pe volumul unei prisme (drepte sau inclinate) se
afla pe segmentul care uneste centrele de greutate ale bazelor, la jumatatea acestuia.

Centrul de greutate al unui corp pe volumul unui paralelipiped se afla la intersectia
diagonalelor. In cazul paralelipipedului dreptunghic, punctul de intersectie al diago-
nalelor se proiecteaza pe laturi la jumatatile acestora.

Centrul de greutate al unui corp pe volumul unei piramide se afla pe segmentul care
uneste varful cu centrul de greutate al bazei, la un sfert distanta de baza si trei sferturi
de varf. In cazul piramidei drepte, centrul de greutate se afla pe inaltime.

Centrul de greutate al unui corp pe volumul unui con se afla pe segmentul care
uneste varful cu centrul de greutate al bazei, la un sfert distanta de baza si trei sferturi
de varf ([12], [20], [21]). In cazul conului drept, centrul de greutate se afli pe indltime.
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o e
X

Figura II1.6. Centrele de greutate ale volumelor sferice

Centrul de greutate al unui corp pe volumul unei semisfere se afla pe axa de simetrie,
la distanta de 3/8 din raza fata de centrul geometric (centrul suprafetei sferice).

Acest rezultat, obtinut prin calcul integral ([12], [20], [21]), implica doua concluzii,
dupa cum urmeaza.

Pentru un corp pe volumul unui sfert de sfera avem (Fig. I11.6a):

3
To = Yo = g R, Z0 = 0. (387)

Pentru un corp pe volumul unei optimi de sfera avem (Fig. I11.6.b):

To =Yoo = 2c = = R, (388)

unde R este raza sferei.

Figura II1.7. Centrele de greutate ale volumelor conice
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In cazul unui corp material omogen (S) compus din n portiuni tridimensionale
raportat la un reper OXY Z, pentru care se cunosc pozitiile centrelor de greutate ale
portiunilor C,,, u = 1,n, vectorul de pozitie al centrului de greutate este dat de relatia:

Z VH ' Fc,u, 1 n
_ =1 _
Fo = 2L = Z V., e, (3.89)
Z Vu p=1
pn=1

unde V), si 7o, p = 1,n, sunt volumele corpurilor componente, respectiv vectorii de
pozitie ai centrelor de greutate, iar V' este volumul total al corpului.

Coordonatele centrului de greutate al corpului () se obtin prin proiectarea relatiei
(3.89) pe axele de coordonate:

n

1 & 1 1 &
Tc = V Z V;ﬁ(}w Yo = V Z VuyC,” cC = V Z VMZC',U (390)
1 1

1

unde (z¢,, Yo, zc,) sunt coordonatele centrelor C,, 1 = 1,n.
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Capitolul IV
STATICA

In cadrul mecanicii clasice, starea de echilibru a unui corp material poate fi definita
din punct de vedere static sau dinamic, ambele fiind forme de echilibru mecanic. Alte
forme de echilibru, care nu fac obiectul mecanicii clasice, sunt: echilibrul chimic, termic,
electric etc. Starea de echilibru static a unui corp material este caracterizata prin
absenta miscarii mecanice, adica nu-si modifica pozitia in timp. In opozitie cu migcarea
mecanica, starea de echilibru static este echivalenta cu starea de repaos. Starea de
repaos, ca si starea de miscare, poate fi absoluta sau relativa, in functie de reperul de
referinta.

Starea de echilibru static a unui corp material solid se obtine prin aplicarea de
legaturi, adica interactiuni mecanice cu alte corpuri solide. In cazul unui corp material
liber, fara legaturi aplicate, starea de echilibru static este un caz exceptional, fiind
obtinuta in conditii speciale (exemple: satelitii geostationari, un balon in atmosfera la
inaltime fixa, un corp solid care pluteste pe apa etc.). Din acest motiv, in cursul de fata
se studiaza echilibrul static al corpurilor materiale solide numai in conditiile legaturilor
aplicate.

Din punct de vedere al modelelor mecanicii clasice (prezentate in Introducere), sta-
tica are doua diviziuni: statica punctului material si statica corpului solid rigid, care se
extinde si in cazul sistemelor de corpuri. Statica corpului solid deformabil se studiaza
in cadrul disciplinei de Rezistenta Materialelor.

IV.1. Statica punctului material

Punctul material este modelul mecanic al unui corp de dimensiuni neglijabile (care
pot fi neglijate in contextul problemei). Un punct material este definit prin masa (kg).
Un punct material liber (fara legaturi) prezinta trei grade de libertate, adica are trei
posibilitati de migcare in spatiu. Acestea sunt cele trei coordonate ale sale intr-un reper
triortogonal OXY Z.

IV.1.1. Legaturile punctului material

Starea de echilibru static a unui punct material se obtine prin aplicarea de legaturi.
Legaturile aplicate pot fi: legaturi prin fir, legaturi prin tija (rigida sau elastica),
agezarea pe o linie materiala sau agezarea pe o suprafatd materiala (care poate fi gi
suprafata unui corp solid).

Un punct material legat prin fir are doua grade de libertate, considerand firul
inextensibil (nu-si modifica lungimea prin intindere). In ipoteza in care firul ramane
intins, punctul material in migcare ocupa pozitii pe o suprafata sferica (pendul sferic).
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Un punct material legat prin tija rigida are unul sau doua grade de libertate, in
functie de conditiile de prindere ale tijei la celalalt capat. Daca tija este elastica
(arc elicoidal), numarul gradelor de libertate creste (doua, respectiv trei, in functie
de aceleasi conditii).

Un punct material legat printr-o tija de tip lama elastica are un singur grad de
libertate, in majoritatea cazurilor de studiu aceste tije fiind legate rigid la celalalt
capat.

Un punct material pe o linie materiala are un singur grad de libertate, adica posi-
bilitatea de miscare in lungul curbei. Daca legatura se poate desface, se numeste uni-
laterald. In caz contrar, daca legatura nu se poate desface, se numeste bilaterala.

Un punct material pe o suprafata materiala are doua grade de libertate.

IV.1.2. Reactiunile legaturilor. Legea frecarii.
Axioma legaturilor

Actiunea legaturilor asupra punctului material se exprima prin forte de legatura
(reactiuni).

In cazul legaturii prin fir inextensibil sau prin tija rigida, forta de legatura este o
tensiune pe directia firului material spre punctul de prindere al firului sau al tijei intinse,
respectiv de la punctul de prindere spre punctul material in cazul tijei comprimate.

In cazul legaturii punctului material prin tija elastica, forta de legatura este o forta
elastica, in general proportionala cu deformatia.

In cazul rezemarii punctului material pe o linie sau pe o suprafata materiala forta de
legatura este de directie necunoscuta si se descompune pe doua componente, tangentiala
si normala:

L=T+N. (4.1)

Pentru un punct material agezat pe o linie materiala forta de legatura tangentiala
are directia tangentei la curba in punctul respectiv, iar forta de legatura normala are
directia normalei principale la curba (Fig. IV.1a), cu conditia ca acestea sa fie definite.

Pentru un punct material agezat pe o suprafata materiala forta de legatura tangen-
tiala este continuta in planul tangent la suprafata in punctul respectiv, iar forta de
legatura normala are directia normalei la suprafata (Fig. IV.1.b) cu conditia ca acestea
sa fie definite.

Figura IV.1. Punct material rezemat: a) pe o linie; b) pe o suprafata.
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In Figura IV.1, notatiile reprezinta:

('
(

(
(

In continuare, fortele de legatura se vor numi reactiuni.

Reactiunea tangentiald, care se mai numeste si forta de frecare, are sens contrar
tendintei de migcare a punctului material pe curba, respectiv pe suprafata.

In cazul legaturii unilaterale, reactiunea normala are sensul spre desfacerea legaturii
(punctul material ”sare” de pe linia materiald). La fel gi in cazul rezemarii pe o suprafata
materiala.

Intre reactiunea normala si reactiunea tangentiala exista urmatoarea relatie (legea
frecarii de alunecare):

) — linie materiala;

) — plan normal la curba (T');

) — suprafata material;

) — plan tangent la suprafata (3).

= M3

T| < p|N, (4.2)

cu egalitate la limita de echilibru static si in cazul miscarii, unde p este coeficientul de
frecare la alunecare, marime adimensionala cu valori intre 0 si 1.

Observatia 4.1 Coeficientul de frecare la alunecare este o caracteristica mecanica a
corpurilor solide aflate in contact. Se determina experimental pentru diferite materiale.

In cazul unei legaturi ideale (fara frecare), reactiunea tangentiala este nula.

Axioma 4.1 (axioma legaturilor) In cazul unui punct material cu legaturi aplicate,
actiunea acestora poate fi inlocuita prin fortele de legatura, considerand astfel punctul
material liber.

IV.1.3. Conditia de echilibru static a punctului material

Se considera un punct material P cu legaturi aplicate asupra caruia actioneaza un
sistem de forte
S={F,Fy, .. F,}, (4.3)

active si pasive, care include gi fortele de legatura.

Fortele active sunt fortele care actioneaza pentru punerea punctului material in
miscare, adica pentru desfacerea echilibrului static. In opozitie cu fortele active, fortele
pasive se opun miscarii. Fortele legaturilor aplicate se incadreaza in categoria fortelor
pasive. Reciproc, nu toate fortele pasive sunt forte de legatura. Ca exemplu se dau
fortele de rezistenta ale mediului in cazul miscarii unui corp solid prin aer sau prin apa.

In conformitate cu Observatia 2.11 (paragraful 11.7), conditia de echilibru static a
punctului material este ca rezultanta fortelor care actioneaza asupra sa sa fie nula:

R=0, (4.4)

la care se adauga conditia initiala de repaos.
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Prin rezultanta se intelege suma vectoriala a fortelor active si pasive care actioneaza
asupra punctului material:

R=F, +Fy+---+F,. (4.5)

Daca punctul material se raporteaza la un reper triortogonal OXY Z, ecuatia (4.4)
se proiecteaza pe axe, obtinand trei ecuatii scalare:

Rx =0, Ry =0, Ry = 0. (4.6)
Conform (4.5) si (4.6), rezulta

Y Fux=0 Y Fy=0 Y Fuz=0, (4.7)
pn=1 pn=1 pn=1

unde n este numarul fortelor, active gi pasive, care actioneaza asupra punctului material.
Ecuatiile (4.7) constituie sistemul ecuatiilor scalare de echilibru static, avand ca
necunoscute reactiunile legaturilor. In cazul legaturii cu frecare, la aceste ecuatii se
adauga si legea de frecare (relatia (4.2)).
Daca sistemul de forte S care actioneaza asupra punctului material P este un sistem
de forte coplanare, raportat la planul OXY, sistemul ecuatiilor scalare are doua ecuatii:

ZFMXzoazFMY: . (48)
p=1 p=1

Rezolvarea unei probleme de statica a punctului material consta in determinarea
reactiunilor legaturilor cand se cunosc fortele active aplicate, adica in rezolvarea sis-
temului de ecuatii scalare de echilibru static. Problema este static determinata daca
numarul de necunoscute este egal cu numarul de ecuatii si sistemul admite solutie unica.

IV.2. Statica solidului rigid

Corpul solid rigid este un model mecanic de dimensiuni masurabile cu o forma geo-
metrica precizata. Un corp material solid este definit din punct de vedere mecanic prin
masa (kg), geometrie gi dimensiuni. Alte caracteristici luate in considerre in cadrul
mecanicii clasice sunt coeficientii de frecare in cazul interactiunii mecanice dintre cor-
puri solide, coeficientii de rezistenta a mediului in cazul miscarii prin aer sau prin apa
etc. Pentru corpurile elastice (arcuri, resoarte) se iau in considerare caractristicile de
elasticitate si de amortizare.

Un corp solid (rigid) prezinta sase grade de libertate raportat la un reper triortogonal
OXY Z, adica are gase posibilitati de migcare in spatiu. Acestea sunt cele trei translatii
pe axele OX,0Y,0Z si cele trei rotatii in jurul acestor axe.

IV.2.1. Legaturile corpului solid

Starea de echilibru static a unui corp material solid este obtinuta prin aplicarea de
legaturi. Legaturile aplicate pot fi: legaturi prin fir, legaturi prin tija (rigida sau elas-
tica), agezarea (rezemarea) pe una sau mai multe linii materiale, agezarea (rezemarea)
pe una sau mai multe suprafete materiale (care poate fi si suprafata altui corp solid).



91

La aceste legaturi, aplicate si in cazul punctului material, se adauga legaturile prin
cuple cinematice si posibilitatea de imobilizare rigida (incastrarea).

Un corp solid legat prin fir are cinci grade de libertate, considerand firul inextensibil
(nu-si modifica lungimea prin intindere). Singura migcare inlaturata este translatia in
lungul firului intins.

Un corp solid legat prin tija rigida are un numar de grade de libertate care depinde
de conditiile de prindere ale tijei de corp si la celalalt capat. Numarul maxim de grade
de libertate este cinci, in conditiile in care tija poate ocupa orice pozitie relativa in ra-
port cu corpul si in raport cu punctul de prindere (ca in cazul legaturii prin fir). Daca
tija este elastica (arc elicoidal), se adauga in plus un grad de libertate.

Un corp solid legat printr-o tija de tip lama elastica are un numar de grade de
libertate care depinde de conditiile de prindere ale tijei de corp. Numarul maxim de
grade de libertate este patru, in conditiile in care corpul poate ocupa orice pozitie
relativa in raport cu tija, in majoritatea cazurilor de studiu aceste tije fiind legate rigid
la celalalt capat.

Cazul rezemarii unui corp solid pe o linie materiala curba este echivalent cu reze-
marea pe o suprafata materiala care contine curba respectiva.

Un corp solid rezemat pe o suprafata materiala are un numar de grade de libertate
care depinde de formele geometrice ale corpului si suprafetei de reazem. Numarul minim
de grade de libertate este zero in cazul imobilizarii rigide i numarul maxim este cinci
in cazul unei sfere pe o suprafata plana (cel mai simplu exemplu). Astfel, un corp
paralelipiped dreptunghic pe un plan are trei grade de libertate, iar un corp cilindric
cu generatoarea pe un plan are patru grade de libertate.

IV.2.2. Reactiunile legaturilor. Legile de frecare

Actiunea legaturilor asupra corpului solid rigid se exprima prin forte de legatura
(reactiuni).

In cazul legaturii prin fir si prin tija rigida sau elastica sunt valabile aceleasi
consideratii ca in cazul punctului material (paragraful IV.1.2).

Cazul rezemarii corpului solid pe una sau mai multe linii materiale este echivalent cu
rezemarea pe una sau mai multe suprafete care contin curbele respective si in continuare
se studiaza acest caz.

In cazul rezemrii corpului solid pe o suprafata materiala, contactul se realizeaza
dupa o suprafata, dupa o curba (sau mai multe) sau dupa un punct (sau mai multe).
Numarul curbelor (punctelor) de contact depinde de formele geometrice ale corpului
si suprafetei de reazem. In cursul de fat# se ia in considerare numai contactul dups
o singura curba sau un singur punct. Formele geometrice ale corpului gi suprafetei de
reazem impun si numarul gradelor de libertate. Fortele de legatura sunt de directii
necunoscute.

In cazul contactului dupa o suprafata se considera ca in fiecare punct al acesteia
se poate defini planul tangent comun si normala comuna la suprafata corpului si la
suprafata de reazem, care include suprafata de contact. Fortele de legatura sunt con-
stituite dintr-o distributie de forte tangentiale continute in planele tangente comune
si o distributie de forte normale dupa directiile perpendiculare comune la suprafata
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corpului gi la suprafata de reazem in fiecare punct al suprafetei de contact. Sensul
fortelor tangetiale este contrar tendintei de alunecare relativa dintre suprafata corpului
si suprafata de reazem. Sensul fortelor normale este spre desfacerea legaturii (corpul se
desprinde de pe suprafata).

Observatia 4.2 Daca suprafata de contact este plana, distributiile de forte tangentiale
si normale sunt distributii de forte paralele, distributia tangentiala fiind plana.

In cazul contactului dupa o curba, se considera ca in fiecare punct al acesteia
se poate defini planul tangent comun sgi normala comuna la suprafata corpului si la
suprafata de reazem, care include curba de contact. Fortele de legatura sunt consti-
tuite dintr-o distributie de forte tangentiale continute in planele tangente comune si
o distributie de forte normale dupa directiile perpendiculare comune la suprafata cor-
pului gi la suprafata de reazem in fiecare punct al curbei de contact. Sensul fortelor
tangentiale este contrar tendintei de alunecare relativa dintre suprafata corpului si
suprafata de reazem. Sensul fortelor normale este spre desfacerea legaturii (corpul se
desprinde de pe suprafata).

Observatia 4.3 Daca curba de contact este un segment de dreapta, distributiile de
forte tangentiale si normale sunt distributii de forte paralele coplanare.

Deoarece in majoritatea problemelor de studiu contactul fizic dintre un corp solid
rigid si o suprafata materiala se poate reduce la un singur punct (contact teoretic), se
dezvolta in continuare cazul contactului punctiform.

Se considera un corp solid (W) agezat (rezemat) pe o suprafatd materiala (3) avand
un singur punct comun. Se admite ca suprafata corpului si suprafata de reazem au
un plan tangent comun si o normala comuna in punctul teoretic de contact, notat C.
Sistemul fortelor de legatura se reduce in punctul C' la un torsor propriu-zis in cazul
cel mai general. Componentele acestui torsor sunt forta de legatura rezultanta L si
momentul rezultant al fortelor de legatura in raport cu punctul C, Mg, ambele de
directii necunoscute. Componentele torsorului fortelor de legatura se descompun pe
doua directii, tangetiala si normala:

b= (4.9)

MC = MC'I‘ +MCpa
unde T este componenta tangentiald si N componenta normald a fortei rezultante de
legatura, M, este componenta tangentiala si /ch componenta normala a momentului
rezultant de legatura.

Forta de legatura tangentiala T si componenta tangentiald a momentului rezultant
Mo, sunt continute in planul tangent comun la suprafata corpului si la suprafata
de reazem in punctul C, iar forta de legaturd normald N si componenta normald a

momentului rezultant M, au directia normalei comune la suprafata corpului si la
suprafata de reazem in punctul C' (Fig. IV.2).
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Figura IV.2. Corp solid rezemat pe o suprafata

In Figura IV.2 s-a notat (p) planul tangent comun la suprafata corpului si suprafata
de reazem in punctul C.

In continuare, fortele de legatura se vor numi reactiuni.

Reactiunea tangentiald T, care se mai numeste si fortd de frecare la alunecare, are
sens contrar tendintei de migcare de translatie a corpului (W) pe suprafata (X) dupa o
directie continutd in planul tangent comun (p). Reactiunea normald N are sensul spre
desfacerea legaturii (corpul se desprinde de pe suprafata).

Intre reactiunea normala si reactiunea tangentiala exista aceeasi relatie ca in cazul
punctului material (legea frecarii de alunecare):

T| < p|N, (4.10)

cu egalitate in cazul miscarii de alunecare, unde pu este coeficientul de frecare la alunecare,
marime adimensionala cu valori intre 0 gi 1.

Observatia 4.4 Coeficientul de frecare la alunecare este o caracteristica mecanica a
corpurilor solide aflate in contact. Se determina experimental pentru diferite materiale
si depinde de gradul de prelucare al suprafetelor. In cazul contactului dupa o suprafata
se accepta ipoteza ca nu depinde de marimea suprafetei de contact.

In cazul unei legaturi ideale (fara frecare de alunecare), reactiunea tangentiala
este nula.

In Figura IV.2 s-a notat (A;) axa miscarii de translatie.

Componenta tangentiald a momentului rezultant M, , care se mai numeste si mo-
ment de frecare la rostogolire, are sens contrar tendintei de rotatie a corpului (W) pe
suprafata () in jurul unei axe continuta in planul tangent comun care trece prin punc-
tul C'. Miscarea de rostogolire implica schimbarea pozitiei punctului de contact C' pe
suprafata corpului (). Pozitia punctului de contact C' pe suprafata de reazem (X) se
modifica in cazul rostogolirii fara alunecare, poate ramane fixa in anumite conditii in
cazul migcarii de patinare.



94

Intre reactiunea normala si momentul de frecare la rostogolire exista urmatoarea
relatie (legea frecarii de rostogolire):

Mo, | < 5|, (4.11)

cu egalitate in cazul miscarii de rostogolire, unde s este coeficientul de frecare la rosto-
golire, marime fizica care se masoara in unitati de lungime (m).

Observatia 4.5 Coeficientul de frecare la rostogolire este o caracteristica de forma
geometrica gi de rigiditate a corpurilor solide aflate in contact. Se determina experi-
mental.

In cazul rezemirii unui corp solid pe o suprafata materiala solida miscarea de ros-
togolire este permisa in cazul contactului pe un punct (contact punctiform), pe un
segment de dreapta sau pe un segment de curba, daca sunt satisfacute anumite conditii
geometrice, adica suprafata corpului rezemat si suprafata de reazem sunt suprafete
generate prin rotatia liniei de contact. In toate aceste cazuri coeficientul de frecare la
rostogolire se determina experimental in ipoteza in care corpurile solide (corpul rezemat
si suprafata de reazem) nu sunt perfect rigide si contactul se realizeaza pe o suprafata
de mici dimensiuni in cazul contactului punctiform, respectiv pe o suprafata cu o di-
mensiune mica in cazul contactului liniar (contact in conditii reale). Cazul contactului
pe o suprafata de dimensiuni masurabile elimina posibilitatea de rostogolire.

In cazul contactului strict punctiform momentul de frecare la rostogolire este nul.

In Figura IV.2 s-a notat (A,) axa migcirii de rostogolire.

Componenta normala a momentului rezultant Hcp, care se mai numeste si moment
de frecare la pivotare, are sens contrar tendintei de rotatie a corpului (W) pe suprafata
(X) in jurul normalei comune in punctul de contact C'. Misgcarea de pivotare nu implica
schimbarea pozitiei punctului de contact C' pe suprafata corpului (W). Pozitia punc-
tului de contact C' pe suprafata de reazem (X) nu se modifica, decat in cazul in care
exista gi migcare de translatie (alunecare).

Intre reactiunea normala si momentul de frecare la pivotare exista urmatoarea relatie
(legea frecarii de pivotare):

IMec,| < v|N|, (4.12)

cu egalitate in cazul migcarii de pivotare, unde v este coeficientul de frecare la pivotare,
marime fizica care se masoara in unitati de lungime (m).

Observatia 4.6 Coeficientul de frecare la pivotare este o caracteristica mecanica a
corpurilor solide aflate in contact. Se determina experimental si depinde de gradul de
prelucrare al suprafetelor si de dimensiunea contactului dintre acestea.

In cazul rezemirii unui corp solid pe o suprafata materiala solida miscarea de
pivotare este permisa in cazul contactului pe un punct (contact punctiform), pe o
suprafata plana sau de rotatie, pe un segment de dreapta sau pe un segment de curba
plana, daca suprafata de reazem este plana.

In cazul contactului punctiform, coeficientul de frecare la pivotare se determina
experimental in ipoteza in care corpurile solide (corpul rezemat si suprafata de reazem)
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nu sunt perfect rigide gi contactul se realizeaza pe o suprafata de mici dimensiuni
(contact in conditii reale). In cazul contactului dupa o suprafata, un segment de dreapta
sau un segment de curba plana de dimensiuni masurabile, coeficientul de frecare la
pivotare depinde de lungimea suprafetei, respectiv de lungimea segmentului de dreapta
sau de curba.
In cazul contactului strict punctiform, momentul de frecare la pivotare este nul.
In Figura IV.2 s-a notat (A,) axa migcarii de pivotare.

Observatia 4.7 Relatiile (4.10), (4.11) si (4.12) se mai numesc si legile frecarii uscate,
fiind stabilite experimental in conditiile absentei stratului de lubrifiant lichid intre su-
prafete. Sunt cunoscute ca legile lui Coulomb, dupa numele fizicianului francez Charles
Augustin de Coulomb (1736-1806).

IV.2.3. Cuple cinematice

In afard de legaturile prezentate in paragraful IV.2.1, comune pentru modelele
mecanice de punct material si de corp solid (rigid), in cazul corpurilor solide rigide o
alta categorie de legaturi aplicate o constituie legaturile prin cuple cinematice. Acestea
sunt legaturi intre corpurile solide care permit un anumit tip de miscare relativa intre
acestea. O cupla cinematica intre doua corpuri solide rigide presupune ca acestea sa
aiba doua suprafete active de aceeasgi forma geometrica si de aceleasi dimensiuni in
contact (suprafete conjugate sau complementare).

Exista trei tipuri principale de cuple cinematice, avand suprafetele active conjugate
dupa cum urmeaza:

e cupla de translatie rectilinie, doua suprafete plane multiple sau doua suprafete
cilindrice, una interioara si cealalta exterioara, cu posibilitate de translatie relativa
(dupa generatoare in cazul suprafetelor cilindrice);

e cupla de rotafie plana (rotafie simpla), doua suprafete cilindrice circulare sau
doua suprafete de revolutie, una interioara si cealalta exterioara, cu posibilitate
de rotatie relativa in jurul axei comune;

e cupla de rotatie spatiala (rotatie compusd), doua suprafete sferice, una interioara
si cealalta exterioara, cu posibilitate de rotatie relativa in jurul centrului comun.

Observatia 4.8 O suprafata de revolutie este o suprafata generata de o curba plana
care se roteste in jurul unei axe continuta in planul sau. Cele mai simple suprafete de
revolutie sunt suprafata cilindrica circulara si suprafata conica circulara.

La cele trei tipuri principale de cuple cinematice prezentate se adauga cuplele cine-
matice compuse, de exemplu cupla elicoidala (surub-piulita) care combina o migcare
de rotatie plana cu o miscare de translatie pe aceeasi axa.

Ca tip de legatura, cuplele cinematice se incadreaza in categoria mai generala a
rezemarii unui corp pe o suprafata.
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Observatia 4.9 Cupla de rotatie plana cu suprafete cilindrice circulare poate fi i cupla
de translatie, adica poate constitui o cupla compusa, de rototranslatie.

Observatia 4.10 Cupla de rotatie plana cu suprafete cilindrice circulare apare sub
denumirea de articulatie cilindrica in problemele de statica, respectiv lagar cilindric in
problemele de cinematica si dinamica. Daca cele doua suprafete active au o baza plana
comuna (circulara sau coroana circulara), cupla cinematica constituie un lagar pivot
(lagar cilindric pivot).

Observatia 4.11 Cupla de rotatie plana cu suprafete de revolutie altele decat cele
cilindrice circulare apare sub denumirea de lagar pivot in problemele de dinamica. Cele
mai uzuale suprafete de revolutie pentru lagarul pivot sunt suprafetele conice circulare
(lagar conic pivot). Intr-un lagar pivot, cele doua suprafete active pot avea si o baza
plana comuna (circulara sau coroana circulara).

Observatia 4.12 Cupla de rotatie spatiala apare sub denumirea de articulatie sferica
in problemele de statica. Este mai rar intalnita in problemele de cinamatica si dinamica.
Din punct de vedere tehnic nu este necesar ca suprafetele sferice sa fie complete.

IV.2.4. Reazeme. Reactiunile din reazeme. Axioma legaturilor

Legaturile aplicate modelului mecanic de corp solid (rigid) se pot clasifica si din
punct de vedere al gradelor de libertate. Un reazem este o legatura aplicata unui corp
solid care inlatura una sau mai multe posibilitati de misgcare, in scopul obtinerii starii de
echilibru static. Spre deosebire de cuplele cinematice prezentate in paragraful 1V.2.3,
reazemele sunt legaturi aplicate pentru imobilizarea corpurilor, avand functii statice.

In majoritatea problemelor de mecanica, sistemele de forte care actioneaza asupra
corpurilor sunt sisteme de forte coplanare sau sisteme coplanare a caror actiune este
ulterior insumata conform principiului suprapunerii efectelor. Din acest motiv, in cursul
de fata se studiaza statica corpului solid numai in opozitie cu posibilitatea de miscare
plana.

Se considera un corp solid (W) raportat la un reper triortogonal O XY Z si se noteaza
(X) intersectia corpului cu planul OXY. Sectiunea (X) prezinta trei grade de libertate
in planul OXY, adica are trei posibilitati de migcare. Acestea sunt cele doua translatii
pe axele OX si OY si rotatia in jurul axei OZ. Pentru imobilizarea plan—paralela
a corpului (W), adica pentru inlaturarea posibilitatilor de miscare ale sectiunii (X)
in planul OXY, se aplica legaturi prin reazeme, in afara legaturilor mentionate in
paragraful IV.2.1.

Un reazem este o legatura care elimina unul sau mai multe grade de libertate.

Pentru imobilizarea plan—paraleld a sectiunii (X) a corpului (W) in planul OXY se
pot aplica reazeme simple, duble sau triple.

Reazemul simplu elimina un grad de libertate, translatia pe axa OX, pe axa OY sau
pe o axa oarecare din planul OXY si permite translatia pe o directie perpendiculara
din planul OXY si rotatia in jurul unei axe normale la acest plan (Fig. IV.3.a).
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Reazemul dublu elimina doua grade de libertate, translatiile pe axele OX si OY si
permite rotatia in jurul unei axe normale pe planul OXY (Fig. IV.3.b).

Reazemul triplu elimina cele trei grade de libertate ale sectiunii (X) in planul OXY,
realizand imobilizarea rigida a corpului (W) (Fig. IV.3.c).

Ca tip de legatura, reazemele se incadreaza in categoria mai generala a rezemarii
unui corp pe o suprafata.

Observatia 4.13 Reazemul dublu este echivalent cu articulatia cilindrica. Reazemul
triplu se mai numeste si incastrare.

Actiunea reazemelor asupra corpurilor se exprima prin forte de legatura, numite in
continuare reactiunt.

_ Y _

FJ/ F

= _ F

(W) 'T (W) qu\ g U(/W)

e
= NS

a b c

pi]

\N

a) reazem simplu b) reazem dublu c¢) reazem triplu

Figura IV.3. Legatura prin reazam

Reactiunile dezvoltate in reazeme sunt eforturi (forte si momente) pe directiile grade-
lor de libertate eliminate. Sensul reactiunilor este contrar tendintelor de migcare ale
corpului sub actiunea fortelor active aplicate. Daca gradul de libertate inlaturat este o
translatie reactiunea este o forta, daca este o rotatie reactiunea este un moment, adica
un cuplu de forte.

In Figura IV.3, notatiile reprezinta:

F — forta activa aplicata sectiunii (X);
Rx,Ry — fortele de reactiune pe axele OX, OY;

My — momentul de reactiune pe axa OZ.

Reactiunile in reazemul simplu se reduc la o forti pe directia axei OY, R = Ry.
Reactiunile in reazemul dublu se reduc la o forta cu doua componente pe axele OX

si OY:
R=Rx+ Ry, |Rl=1\/R%+R2. (4.13)

Reactiunile in reazemul triplu se reduc la un torsor, adica o forta cu doua compo-
nente pe axele OX i OY i un moment (cuplu de forte) pe axa OZ:
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In cazul corpului solid rigid legat prin articulatie cilindrica (lagar cilindric, IV.2.3),
legatura poate dezvolta si un moment de frecare la alunecare pe directia axei articulatiei
(OZ), in sens contrar tendintei de rotatie:

|My| < pr|R|, My=M;-Fk, (4.15)

cu egalitate in cazul miscarii de rotatie plana, unde u este coeficientul de frecare
la alunecare definit in (4.10), 7 este raza articulatiei cilindrice, iar |R| este forta de
reactiune definita in (4.13).

In cazul unui corp solid rigid legat prin lagar pivot (IV.2.3), forta de reactiune are
trei componente pe directiile axelor de coordonate (OX, OY si OZ — axa lagarului):

R=TRx+Ry + Rz [Rl=/R%+R}+RY. (4.16)

Legatura prin lagar pivot poate dezvolta si un moment de frecare la alunecare pe
directia axei lagarului (OZ), in sens contrar tendintei de rotatie. Relatia de definitie
este aceeasi ca in cazul lagarului cilindric (relatia (4.15)), cu precizarea ca r reprezinta
raza medie a suprafetelor conice si forta de reactiune este data de (4.13).

Din punct de vedere al gradelor de libertate, cupla de rotatie spatiala (articulatia
sferica) prezentata in IV.2.3 apare ca un reazem care elimina posibilitatile de translatie
in spatiu. In cazul unui corp solid rigid raportat la un reper triortogonal OXY 7,
legatura prin articulatie sferica inlatura trei grade de libertate: translatiile pe axele
OX, OY, OZ si perimite rotatiile in jurul acestor axe. Astfel, reactiunea dezvoltata
intr-o articulatie sferica este o forta cu trei componente pe axele OX, OY si OZ, definita
la fel ca in cazul lagarului pivot:

R=Rx+ Ry + Ry, |F|:\/R§(+R2Y+R2Z. (4.17)

Legatura prin articulatie sferica poate dezvolta si un moment de frecare la alunecare
pe directia axei instantanee de rotatie, in sens contrar tendintei de rotatie:

|M ;| < ur|R|, (4.18)

cu egalitate in cazul miscarii de rotatie, unde u este coeficientul de frecare la alunecare
definit in (4.10), r este raza articulatiei sferice, iar |R| este forta de reactiune definita
in (4.17).

Observatia 4.14 Daca reperul de referinta are axa OX orizontala i axa OY verticala,
reactiunile forte pe axa OX se noteaza cu litera H, iar pe axa OY se noteaza cu litera
V', notatii uzuale in problemele de statica.

Observatia 4.15 Unitatile de masura pentru momentele de frecare prezentate in IV.2.2
i IV.2.4 sunt unitatea de forta inmultita cu unitatea de lungime (N - m).

Axioma 4.2 (axioma legaturilor) In cazul unui corp solid rigid cu legaturi aplicate, ac-
tiunea acestora asupra corpului poate fi inlocuita prin fortele si momentele de legaturd,
considerand astfel corpul solid liber.

Observatia 4.16 Legaturile aplicate sunt cele prezentate in IV.2.1, IV.2.3 i IV.2.4.
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IV.2.5. Conditia de echilibru static a corpului solid

Se considera un corp solid rigid (W) cu legaturi aplicate asupra caruia actioneaza
un sistem compus din n forte si un moment rezultant:

]:: {Fhfg,...,ﬁn,ﬂ}, (419)

active gi pasive, care include gi reactiunile legaturilor, conform axiomei legaturilor.

Se raporteaza corpul (W) la un reper triortogonal OXY Z. Fortele active si pasive
se definesc la fel ca in cazul punctului material (IV.1.3).

Studiul static al corpului solid rigid presupune determinarea reactiunilor legaturilor
in conditiile in care se cunosc fortele active aplicate.

In conformitate cu 1.8 (cazurile de reducere), conditia de echilibru static a corpului
solid (W) este ca torsorul in raport cu polul O (originea reperului) al fortelor care
actioneaza asupra sa sa fie nul:

R=0, Mp=0, (4.20)

la care se adauga conditia initiala de repaos.

Rezultanta (R) este definitid ca suma vectorialda a fortelor active si pasive care
actioneazs asupra corpului. Momentul rezultant (M) este definit ca suma vecto-
riala a momentelor acestor forte in raport cu polul O la care se aduna momentele de
legatura in cazul in care corpul are legaturi care implica astfel de reactiuni (moment de
incastrare, moment de frecare la rostogolire, moment de frecare la pivotare etc.).

Conform (4.19), componentele torsorului sunt:

=]

= Fi+Fy+---+F,,

_ — . . _ (4.21
Mo = Mo(F1)+Mo(Fa)+ -+ Mo(F,) + M, )
unde s-a notat M suma rezultanta a momentelor active si de legaturs, definitd cuplu
de forte independent de pol in relatia (4.19).
Ecuatiile (4.20) se proiecteaza pe axe, obtinand cate trei ecuatii scalare:

Ry = 0, Ry = 0, R; = 0,
* v z (4.22)
Mox = 0, Moy = 0, Moz = 0.
Conform (4.21) si (4.22), rezulta:
Yo Fx=0, Y Fy=0, > F.,=0,
v v e (4.23)

Z MOX(FN> + MX - Oa Z MOY(FH) + MY - 07 Z MOZ(FM) + MZ - 07
p=1 1 p=1

=
Il

unde n este numarul fortelor, active si pasive, care actioneaza asupra corpului ().

Ecuatiile (4.23) constituie sistemul ecuatiilor scalare de echilibru static. In cazul
legaturilor cu frecare, la aceste ecuatii se adauga legile de frecare corespunzatoare (re-
latiile (4.10)—(4.12), (4.15), (4.18)).
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Daca sistemul de forte F definit in (4.19) este un sistem de forte coplanare, corpul
(W) fiind imobilizat plan-paralel, acesta se raporteaza la un reper OXY Z astfel incat
fortele sistemului si fie continute in planul OXY si momentul M pe axa OZ. In
conformitate cu I1.10.1 (sisteme de vectori coplanari), sistemul de forte F se reduce la
un vector unic si conditiile de echilibru static (4.23) devin:

Z F,u,X - 07 Z F,U,Y - 07 Z MOZ(F‘“) + MZ = 07 (424)
p=1 pn=1 pn=1

Rezolvarea unei probleme de statica a corpului solid rigid consta in determinarea
reactiunilor legaturilor cand se cunosc fortele active aplicate, adica in rezolvarea sis-
temului de ecuatii scalare de echilibru static. Problema este static determinata daca
numarul de necunoscute este egal cu numarul de ecuatii. Daca numarul de necunoscute
este mai mare decat numarul de ecuatii, problema se rezolva in cadrul disciplinei de
Rezistenta Materialelor, considerand si deformatiile elastice ale corpului in ipoteza in
care acesta nu este perfect rigid.

IV.3. Statica sistemelor de corpuri

Se numeste sistern mecanic un ansamblu de corpuri solide (rigide) aflate in interactiune
mecanica prin legaturile aplicate. Sistemul mecanic include modelele mecanice de punct
material si de corp solid (rigid). Legaturile sistemelor mecanice sunt cele prezentate in
cazul punctului material (IV.1.1) si corpului solid (IV.2.1, IV.2.3 5i IV.2.4). In functie
de destinatie, legaturile pot fi interioare, intre corpurile sistemului si exterioare, intre
corpurile sistemului si elementul exterior (baza sistemului).

Starea de echilibru static a unui sistem mecanic de corpuri solide rigide este obtinuta
ca urmare a legaturilor exterioare aplicate si a legaturilor interioare care inlatura posi-
bilitatile de miscare relativa intre elementele sistemului. Un sistem mecanic fara legaturi
exterioare este un sistem liber (nu se studiaza in cadrul staticii).

Studiul static al sistemelor de corpuri solide presupune determinarea reactiunilor
legaturilor interioare si exterioare in ipoteza actiunii unui sistem de forte active.

Se considera un sistem mecanic compus din m corpuri solide rigide

S = {Wy, Wa, ..., Wy} (4.25)

cu legaturi interioare si exterioare aplicate, actionat de un sistem compus din n forte
active gi un moment rezultant, definit cuplu de forte independent de pol:

F={F,Fy, ...F,, M}. (4.26)

Se raporteaza sistemul S la un reper triortogonal OXY Z. Conditia de echilibru
static este aceeasi ca in cazul corpului solid (rigid), torsorul in raport cu polul O (ori-
ginea reperului) al fortelor active si pasive care actioneaza asupra sistemului de corpuri
sa fie nul:

R=0, Mop=0, (4.27)

la care se adauga conditia initiala de repaos.
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Rezultanta (R) este definita ca sums vectoriali a fortelor active (F'y, Fy, ..., F,) si a
fortelor legdturilor exterioare ale sistemului de corpuri. Momentul rezultant (M) este
definit ca suma vectoriala a momentelor acestor forte in raport cu polul O la care se
aduna momentul activ M si momentele de legitura in cazul in care sistemul de corpuri
are legaturi exterioare care implica astfel de reactiuni (moment de incastrare, moment
de frecare la rostogolire, moment de frecare la pivotare etc.).

Ecuatiile (4.27) se proiecteaza pe axe, obtinand cate trei ecuatii scalare:

Rx = 0, Ry = 0, Rxy = 0,

(4.28)
Mox = 0, Moy = 0, Moz =

In cazul legaturilor exterioare cu frecare, la aceste ecuatii se adauga si legile de
frecare corespunzatoare (relatiile (4.10)—(4.12), (4.15), (4.18)).

Rezolvarea unei probleme de statica a sistemelor de corpuri consta in determinarea
reactiunilor legaturilor cand se cunosc fortele active aplicate. Ecuatiile (4.28) permit
determinarea reactiunilor legaturilor exterioare numai in cazuri particulare, pentru sis-
teme static determinate exterior, la care numarul reactiunilor legaturilor exterioare este
egal cu numarul de ecuatii scalare. Ecuatiile (4.28) nu implica reactiunile legaturilor
interioare.

Pentru rezolvarea completa a problemei, se aplica metoda separarii corpurilor sau
alte metode echivalente cu aceasta (metoda echilibrului partilor, metoda sectiunilor)
prezentate in literatura de specialitate ([17], [21], [22]).

In continuare, se prezinta modul de rezolvare a problemei prin metoda separarii
corpurilor, care implica desfacerea legaturilor interioare gi exterioare ale sistemului de
corpuri ([17], [21], [22]).

Se considera separat fiecare corp (W,,) al sistemului de corpuri raportat la un reper
propriu 0,X,Y,Z,, 1 = 1,m. Conform axiomei legdturilor (axioma 4.2), legiturile
aplicate corpului (W),), atat interioare cat gi exterioare, se inlocuiesc prin reactiunile
corespunzatoare, forte si momente in cazul legaturilor care implica momente de legatura.

Se scriu conditiile de echilibru static pentru fiecare corp al sistemului in reperele
proprii considerate:

R,=0, Mo, =0, pu=1m, (4.29)

la care se adauga conditiile initiale de repaos.

Rezultanta (}_%M) este definita ca suma vectoriala a fortelor active si a fortelor
legaturilor interioare si exterioare ale corpului (W,), © = 1,m. Momentul rezulant
(MOM) este definit ca suma vectoriala a momentelor acestor forte in raport cu polul
O,,, originea reperului propriu, la care se aduna componenta momentului activ M
care actioneaza asupra corpului (W),) si momentele de legatura in cazul in care cor-
pul (W,) are legaturi interioare si exterioare care implica astfel de reactiuni (moment
de incastrare, moment de frecare la rostogolire, moment de frecare la pivotare etc.),
p=1,m.

La desfacerea legaturilor interioare ale sistemului de corpuri se aplica principiul
actiunii si reactiunii. Astfel, daca corpul (W,) are o legatura cu corpul (W,), p,o0 =
1,m, p # o, fortele rezultante R, si R, din ecuatiile (4.29) includ fortele de legatura
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F,,, respectiv F,,, care satisfac relatia:

73]

Fop=—Faq,. (4.30)

Forta F,, este forta cu care corpul (W,) actioneaza asupra corpului (W,), iar forta
F,, este forta cu care corpul (W,) actioneaza asupra corpului (W,) prin legitura inte-
rioara.

Daca legatura dintre corpurile (W,) si (W,) implica si un moment de legatura,
momentele rezultante Mo, si Mo, din ecuatiile (4.29) includ momentele de legatura
MUW respectiv MW, care satisfac relatia

Muo = _Malm (431)

definite cupluri de forte independente de pol, cu aceeasi explicatie ca in cazul relatiei
(4.30).

Ecuatiile (4.29) se proiecteaza pe axele reperelor proprii, obtindnd un numar de
(6m) ecuatii scalare, yu = 1, m:

R,x = 0, R,y = 0, R,;, = 0,

(4.32)
Mo,x = 0, Mo,y = 0, Mo,z =

Ecuatiile (4.32) constituie sistemul ecuatiilor scalare de echilibru static. In cazul
legaturilor cu frecare, la aceste ecuatii se adauga gi legile de frecare corespunzatoare
(relatiile (4.10)—(4.12), (4.15), (4.18)).

Daca sistemul de forte active F definit in (4.26) este un sistem de forte coplanare,
sistemul de corpuri S fiind imobilizat plan-paralel, acesta se raporteaza la un reper
OXY Z astfel incat fortele sistemului F sa fie continute in planul OXY si momentul
activ M pe axa OZ. Corpurile (W,) ale sistemului S se raporteaza la repere proprii
0,X,Y,Z, astfel incat planele O,X,Y,, sa coincida cu planul OXY si axele 0,7, sa
fie paralele cu axa OZ:

0,X,Y, =0XY, 02,02, pn=Tm. (4.33)

In conformitate cu 11.10.1 (sisteme de vectori coplanari), sistemele de forte care ac-
tioneaza asupra corpurilor (W,) se reduc la vectori unici si ecuatiile de echilibru static
(4.32) devin:

R#X = 0, Ruy = 0, MOHZ = 0, on = 1,_m, (434)

constituind un sistem cu (3m) ecuatii scalare.

Rezolvarea unei probleme de statica a sistemelor de corpuri consta in determinarea
reactiunilor legaturilor interioare si exterioare cand se cunosc fortele active aplicate,
adica in rezolvarea sistemului de ecuatii scalare de echilibru static. Problema este
static determinata daca numarul de necunoscute este egal cu numarul de ecuatii, cu
aceeagi precizare ca in IV.2.5. Reactiunile legaturilor exterioare obtinute prin rezolvarea
sistemului de ecuatii scalare (4.32) sau (4.34) trebuie sa verifice si ecuatiile generale
(4.28).



103

Capitolul V
CINEMATICA

Cinematica este capitolul mecanicii clasice care studiaza migcarea mecanica a cor-
purilor solide, adica deplasarea prin modificarea pozitiei ocupate in spatiu intr-un anu-
mit interval de timp. Studiul cinematic nu ia in considerare fortele care actioneaza
asupra corpurilor, ¢i numai efectul acestor forte, adica starea de miscare mecanica a
corpurilor.

Din punct de vedere al modelelor mecanicii clasice (prezentate in Introducere) cine-
matica are doua diviziuni: cinematica punctului material si cinematica corpului solid
(rigid). In raport cu notiunile fundamentale de spatiu si timp ale mecanicii clasice,
cinematica prezinta ca notiuni de baza traiectoria, viteza si acceleratia.

Traiectoria este definita ca multimea pozitiilor succesive ocupate in spatiu de un
punct material sau de un punct care apartine unui corp solid in miscare. Viteza si
acceleratia sunt marimi fizice care dau informatii calitative asupra migcarii. Viteza
masoara spatiul parcurs de un punct material sau de un punct care apartine unui corp
solid intr-un anume interval de timp si indica directia si sensul migcarii. Acceleratia
masoara variatia vitezei in timp. In cazul corpului solid (rigid) se introduc notiunile de
camp de viteze si camp de acceleratii, corpul avand o infinitate de puncte.

Studiul cinematic al punctului material si al corpului solid se raporteaza la un reper
de referinta in care se exprima parametrii de pozitie ai punctului material si ai corpului
solid (coordonatele). Reperul de referinta este un corp solid nedeformabil, in mod curent
reperul triortogonal OXY Z. Daca reperul este fix, migcarea punctului material sau a
corpului solid fata de acesta se numeste miscare absoluta. Daca reperul de referinta este
in miscare, migcarea punctului material sau a corpului solid fata de acesta se numeste
miscare relativa.

Problemele cinematicii sunt de doua tipuri:

e probleme directe, cand se cunosc legile de variatie in timp ale parametrilor de
pozitie (ale coordonatelor) si se determina traiectoriile, vitezele si acceleratiile;

e probleme inverse, cand se cunosc acceleratiile si anumite conditii ale miscarii
(conditii initiale) si se determina legile de variatie In timp ale parametrilor de
pozitie (legile de migcare).
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V.1. Cinematica punctului material

Subiectul acestui subcapitol al cursului este modelul mecanic de punct material.

Cinematica punctului material studiaza migcarea mecanica a acestui model fizic,
adica un corp de dimensiuni neglijabile, fara a lua in considerare masa si fortele care
actioneaza asupra acestuia. Un punct material in miscare are o singura traiectorie, iar
la un moment dat are o anumita viteza si acceleratie. Pentru studiul migcarii punctului
material este necesar un reper. Miscarea punctului material raportata la un reper fix
se numeste absolutd, iar raportata la un reper mobil (un corp in migcare) se numeste
relativa. Modelul mecanic de punct material prezinta trei grade de libertate in spatiu.
Intr-un reper triortogonal, acestea sunt cele trei coordonate carteziene ale sale.

Se considera un punct material P raportat la un reper triortogonal OXY Z cu
versorii axelor de coordonate notati i, j, k. Pozitia punctului material in reperul OXY Z
este data de vectorul de pozitie

T=0OP=xz-i+y-j+z-k, (5.1)

unde z,y, z sunt coordonatele carteziene ale punctului P.

Starea de migcare mecanica a punctului material este data de modificarea pozitiei
in timp, fiind exprimata prin functiile de variatie in timp ale vectorului de pozitie,
respectiv ale coordonatelor in reperul considerat:

T=7t)=a(t)-i+yt) - j+20) -k € [to,ts)], (5.2)

unde o reprezinta momentul initial si 3 momentul final al misgcarii.

Pentru a descrie din punct de vedere fizic migcarea punctului material, functiile din
relatia (5.2) trebuie sa fie continue, uniforme i cel putin de doua ori derivabile in raport
cu variabila ¢ (timpul) pe domeniul de definitie. Exprimarea analitica a acestor conditjii
este urmatoarea, in ordinea in care au fost numite:

e pentru orice t € [tg, t3] este satisfacuta conditia

lim 7(t + At) = 7(t); (5.3)

At—0

e pentru orice t € [tg, t3] existd un singur punct P care satisface conditia

7= OP = 7(t); (5.4)

e pentru orice t € [tg, t3] se definesc functiile derivate

dr ) . d*T

ma Y T

(5.5)

Observatia 5.1 Exista cazuri in care functia 7 poate fi nedefinita pentru anumite
momente ¢, avand limita dubld, de exemplu in cazul ciocnirilor (punctul material in
migcare lovesgte o suprafata solida).
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V.1.1. Traiectoria, viteza si acceleratia

Definitia 5.1 Se numeste tratectorie a punctului material in miscare multimea de
puncte compusa din pozitiile succesive ocupate in spatiu. Traiectoria este o curba
continua in spatiul geometric euclidian.

Relatia (5.2) exprima ecuatia vectoriala a traiectoriei punctului P in reperul OXY Z,
un segment de curba notat (I") intre punctele Py (pozitia initiala) si P3 (pozitia finala):

(T):7=7(t), T(to) =O0PR, T7(t3)=0DP; tE&/ltyts]. (5.6)

Legile de variatie in timp ale coordonatelor carteziene constituie ecuatiile parame-
trice ale migcarii punctuloui P:

(D) :x=2x(t), y=y(t), z=z(t), tE€ [to,ts]. (5.7)
[PZ
() P
/—\

0 \P?
3

w

Figura V.1. Traiectoria punctului material

Deoarece in problemele de cinematica nu intotdeauna se poate recunoaste traiec-
toria dupa ecuatiile parametrice, se poate aplica (in limita posibilitatilor) eliminarea
parametrului ¢ din ecuatiile de migcare (5.7), obtinand traiectoria ca o curba sub forma

implicita:
f(xa Y, Z) =0
(I : (5.8)
g(‘ra Y, Z) =0
Ecuatiile (5.8) dau traiectoria punctului material ca intersectie a doua suprafete

geometrice (X1) si (X2) date prin ecuatii implicite:

(31): f(x,y,2) =0, (39):9(x,y,2z)=0. (5.9)

Observatia 5.2 Ecuatiile (5.8) sunt folosite pentru determinarea traiectoriei in pro-
blemele de cinematica. Nu ofera informatii calitative asupra misgcarii.

Se noteaza P; pozitia punctului material la momentul ¢; si P pozitia la un moment
ulterior ¢5:
T = F(tl) = Opl, Ty = F(tg) = OPQ, tl < t2, (510)

t1 §i to fiind momente de timp din intervalul de miscare, t,ts € [to, t3].
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Definitia 5.2 Se numeste viteza medie a punctului material in migcare pe intervalul
de timp [¢1, to] marimea fizica vectoriala definita prin relatia:

AF Ty —T1  T(ts) —T(t

AT _Te—T_ Tlta) —T(h) (5.11)
At to — 11 to — 11

Unitatile de masura pentru viteza sunt unitatea de lungime raportata la unitatea

de timp, (v,,) = m/s.
[PZ

i
- o/_ ’\_\‘\
I

Um =

AT,
1 T, \(F) _
\ Y

0
X °R

Figura V.2. Viteza medie

Viteza instantanee (viteza la un moment dat) se defineste prin trecerea la limita in
relatia (5.11), considerand cele doua momente de timp ¢, si ¢2 infinit apropriate.

Definitia 5.3 Se numeste wviteza instantanee a punctului material in migcare la un
moment dat ¢ marimea fizica vectoriala definita prin relatia:

N AT(t) B T(t+ At) —7(t)
o(t) = Jim ==, o(t) = Al}tI—I}O A ; t € [to, 3], (5.12)
care este egala prin definitie cu derivata vectorului de pozitie la momentul ¢ ([1], [23]):
ar .
=T 7, (5.13)
unde prin punct s-a notat derivata de ordinul intai.
IPZ
(') P
— |
p° v
0 r
—
0 & Y
P
X 3

Figura V.3. Viteza instantanee
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Observatia 5.3 Viteza instantanee este un vector tangent la traiectorie in pozitia
curenta, conform definitiei derivatei.

Definitia 5.4 Se numeste acceleratie medie a punctului material in migcare pe inter-
valul de timp [t1, ts] marimea fizica vectoriala definita prin relatia:

AT Ty =11 O(ty) —0(t)
At =t l—t

m : (5.14)

unde 7; §i Up sunt vitezele instantanee la momentele ¢; i to, definite conform (5.12).

Unitatile de masura pentru acceleratie sunt unitatea de lungime raportata la uni-
tatea de timp la patrat, (a,,) = m/s>.

zQ;;

P I>'p
~~—
i Pz

0 r, AV Fz Vv,
—
0 (ry) Y

P

X 3

Figura V.4. Acceleratia medie

Acceleratia instantanee (acceleratia la un moment dat) se defineste prin trecerea la
limita in relatia (5.14), considerand cele doua momente de timp ¢; si t5 infinit apropiate.

Definitia 5.5 Se numeste acceleratie instantanee a punctului material in miscare la un
moment dat ¢ marimea fizica vectoriala definita prin relatia:

alt) = AT(t)

Tt + At —T(t)
= Aim =y 0=

~ lim. N . tE [t t], (5.15)

care este egala prin definitie cu derivata vectorului viteza instantanee la momentul ¢
(1], [23)):

dv
dt

G=—=71. (5.16)

Conform (5.13) si (5.16), acceleratia instantanee este egala cu derivata de ordinul
doi a vectorului de pozitie:
d°r
dr?
unde prin doua puncte s-a notat derivata de ordinul doi.

a =

=7, (5.17)
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Observatia 5.4 Acceleratia instantanee este un vector cu directia gi sensul spre centrul
de curbura al traiectoriei in pozitia curenta.

In continuare, prin viteza si acceleratie a punctului material in migcare se va intelege
viteza si acceleratia instantanee (la un moment dat).

V.1.2. Traiectoria, viteza si acceleratia in coordonate carteziene

Se considera un punct material P raportat la un reper triortogonal OXY Z cu
versorii axelor de coordonate notati 7, j, k. Se cunosc legile de miscare ale punctului
material in coordonate carteziene, exprimate ca functii de timp, care reprezinta ecua-
tiile parametrice ale traiectoriei:

(D) x=a(t), y=y(t), z=2(t), telto,t], (5.18)

unde ty este momentul initial si ¢{ momentul final al miscarii.

Pentru a descrie din punct de vedere fizic miscarea punctului material functiile
parametrice (5.18) trebuie sa fie continue, uniforme i cel putin de doua ori derivabile
pe intervalul de definitie.

Daca traiectoria nu este recunoscuta din ecuatiile parametrice (5.18), se poate aplica
eliminarea parametrului ¢ din aceste ecuatii, obtinand curba traiectorie ca intersectie a
doua suprafete geometrice date prin ecuatii implicite:

(Zl) : f(l‘ayaz) =0
(T) = (X1) N (%), ~ (5.19)
(22) : g(w,y,Z) =0
Conform (5.13), viteza in coordonate carteziene este
T=r=mdi+yj+ ik, (5.20)

unde Z, 9, Z sunt derivatele de ordinul intai in raport cu timpul ale functiilor (5.18):

dx dy dz
':—7 .:—7 .:—7 521
S T AT (5.21)
functii calculate la momentul curent ¢.
Conform (5.17), acceleratia in coordonate carteziene este:
a=r=%Fi+ij+ 2k, (5.22)

unde , 3, Z sunt derivatele de ordinul doi in raport cu timpul ale functiilor (5.18):
dx . dxy . d*z

r = ——F> = ——F Z = —F
az’ YT e a2

functii calculate la momentul curent t.
Conform (5.20) si (5.22), modulele vitezei si acceleratiei in coordonate carteziene

sunt:
|@| = \/:t2+y2+732, |E| = \/:'t2+yj2+22 (5.24)

si reprezinta valorile nominale ale vitezei si acceleratiei la momentul curent.

(5.23)
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V.1.3. Traiectoria, viteza si acceleratia in coordonate cilindrice

Se considera un punct material P raportat la un reper triortogonal OXY Z cu
versorii axelor de coordonate notati 7, j,k. Se noteazid P, proiectia punctului P in
planul OXY. Coordonatele cilindrice ale punctului P sunt (Figura V.5):

Figura V.5. Coordonatele cilindrice

e raza polara p, definita ca distanta de la origine la punctul Fy;

e unghiul polar €, definit ca unghi intre semiaxa OX pozitiva si raza polara, masurat
in sens direct trigonometric in planul OXY;

e cota z, definita ca distanta orientata dintre punctele Py si P, aceeasi ca in coor-
donate carteziene.

Relatiile de definitie ale coordonatelor cilindrice sunt:

p=dist(O, Fy), 0 = X(OX,0F,), z= PyP - k. (5.25)
Domeniile de definitie ale coordonatelor cilindrice sunt:
p>0,0¢cl0,2m), z€R. (5.26)
Relatiile de legatura intre coordonatele cilindrice si coordonatele carteziene sunt:
x=p-cosf, y=p-sinh, z=z, (5.27)

respectiv

p=x2+ 2 siHO:%a 0080:%- (5.28)
vVat+y vare+y

In coordonate cilindrice se definesc versorul razei polare si versorul unghiului polar.

Versorul razei polare (i,) are directia OF, si sensul de la O spre F,. Versorul unghiului
polar (iy) este perpendicular pe planul OP,P si paralel cu planul OXY, fiind orientat
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in sensul cregterii unghiului polar. Triedrul (Zp, 1o, E) este drept orientat si are caracter
intrinsec, avand ca origine punctul P (sau ).

Relatiile de legatura intre versorii cilindrici si versorii cartezieni stabilite pe baza
definitiei produsului scalar, sunt ([18], [20], [22]):

i, =1icosf+jsinf, ip=—isind+ jcosb, (5.29)
respectiv
i=1,c080 —igsind, j=i,sin6+igcosb, (5.30)

al treilea versor fiind acelasi in ambele repere.
Se cunosc legile de migcare ale punctului material P in coordonate cilindrice, expri-
mate ca functii de timp, care reprezinta ecuatiile parametrice ale traiectoriei:

D) :p=plt), 0=00t), z=z(t), te ltot], (5.31)

unde ty este momentul initial si ¢; momentul final al miscarii.

Pentru a descrie din punct de vedere fizic miscarea punctului material functiile
parametrice (5.31) trebuie sa fie continue, uniforme si cel putin de doua ori derivabile
pe intervalul de definitie.

Observatia 5.5 Daca exista momente de timp in intervalul de migcare pentru care
raza polara se anuleaza, functia 6(t) poate fi discontinua.

Daca traiectoria nu este recunoscuta din ecuatiile (5.31), se exprima legile de migcare
in coordonate carteziene conform (5.27):

xz(t) = p(t)-cosb(t)
(T): < y(t) = p(t)-sinb(t), te [to,t1]. (5.32)
z2(t) = z(t)

Conform (5.1), (5.27) si (5.30), vectorul de pozitie al punctului P in coordonate cilin-
drice este dat de relatia: B
T=p-i,+zk, (5.33)

care rezulta si geometric din Figura V.5:

7T=0P=0PF,+ P,P. (5.34)
Conform (5.13) si (5.33), viteza este
V=piptpi,+i-k (5.35)

Derivand prima relatie (5.29), se obtine

i,=0(—i-sinf+j-cosb). (5.36)
Inlocuind cea de-a doua relatie (5.29) in (5.36), rezulta

i, =07 (5.37)
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Conform (5.35) si (5.37), viteza punctului P in coordonate cilindrice este:
T=p-i,+p0-ig+2%-k (5.38)
Conform (5.16) si (5.38), acceleratia este
G=jip+pip+(pl+p0)ig+ph-ig+i k. (5.39)
Derivand cea de-a doua relatie (5.29), se obtine
iy = —0(i - cosf + 7 - sin ). (5.40)
Inlocuind prima relatie (5.29) in (5.40), rezult
ig=—0-7, (5.41)
Conform (5.37), (5.39) si (5.41), acceleratia punctului P in coordonate cilindrice este
a=(p—p0%i,+ (p0+2p0)ig+ %k (5.42)

Conform (5.38) si (5.42), modulele vitezei si acceleratiei in coordonate cilindrice sunt

B = 2+t 2, (5.43)

la] = \/(p — 0022+ (pl+2p0)2 + 22, (5.44)

si reprezinta valorile nominale ale vitezei si acceleratiei la momentul curent.

V.1.4. Traiectoria, viteza gi acceleratia in coordonate sferice

Se considerd un punct material P raportat la un reper triortogonal OXYZ cu
versorii axelor de coordonate notati 4,7, k. Se noteaza P, proiectia punctului P in
planul OXY. Coordonatele sferice ale punctului P sunt (Figura V.6):

Z

(@)
N
=
=)
V<

o} (Cy)
X 0

Figura V.6. Coordonatele sferice
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e raza vectoare r, definita ca distanta de la origine la punctul P;

e unghiul polar 6, definit ca unghi intre semiaxa OX pozitiva si linia O F), masurat
in sens direct trigonometric in planul OXY;

e unghiul cotei ¢, definit ca unghi intre semiaxa OZ pozitiva si raza vectoare OP.
Relatiile de definitie ale coordonatelor sferice sunt:
r=dist(O, P), 0=X(0X,0F), ¢=4(0Z,0P). (5.45)
Domeniile de definitie ale coordonatelor sferice sunt:
p>0, 6€][0,2m), ¢ €[0,7]. (5.46)

Relatiile de legatura intre coordonatele sferice gi coordonatele carteziene sunt:

x = r-sinp-cosf
y = r-sing-sinf, (5.47)
= 7r-Ccosy

respectiv

. Yy x z
r=+/12+y*+22, sin )=——— cos l=————= p=arccos—————- 5.48
/2212 2212 [0y 22 (5-48)

In coordonate sferice se definesc versorul razei vectorare, versorul unghiului polar si
versorul unghiului cotei. Versorul razei vectoare (i) are directia OP si sensul de la O
spre P. Versorul unghiului polar (ig) este perpendicular pe planul OP,P si paralel cu
planul OXY fiind orientat in sensul cresterii unghiului polar. Versorul unghiului cotei
(590) este continut in planul OF, P, perpendicular pe raza vectoare OP, fiind orientat
in sensul cresterii unghiului cotei. Triedrul (i,, 7, ng) este stang orientat gi are caracter
intrinsec, avand ca origine punctul P.

Relatiile de legatura intre versorii sferici gi versorii cartezieni sunt ([21], [27], [30]):

iy = 1-cosf-sing+j-sinf-sinp+k-cosyp

ig = —i-sinf+j-cosb (5.49)
iy = 1-cosf-cosg+j-sinf-cosp — k- sin g,

respectiv ~ ~ ~

= 4y -cosf-sing —ig-sinf + i, - cost - cos p

= 4, -sinf-sing +ig-cosh +i,-sind - cosp (5.50)

= 4, - COSP — iy, - Sin .

oul IEAE S

Se cunosc legile de miscare ale punctului material P in coordonate sferice, exprimate
ca functii de timp, care reprezinta ecuatiile parametrice ale traiectoriei:

D):r=r(), 0=00t), »=p), t € [to, t1], (5.51)
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unde ty este momentul initial si t; momentul final al migcarii.

Pentru a descrie din punct de vedere fizic migcarea punctului material, functiile
parametrice (5.51) trebuie sa fie continue, uniforme si cel putin de doua ori derivabile
pe intervalul de definitie.

Observatia 5.6 Daca exista momente de timp in intervalul de miscare pentru care
raza vectoare se anuleaza, functiile 6(¢) si ¢(¢) pot fi discontinue. Functia () poate fi
discontinua pentru ¢ =0 si ¢ = 7.

Daca traiectoria nu este recunoscuta din ecuatiile (5.51), se exprima legile de migcare
in coordonate carteziene conform (5.47):

xz(t) = r(t)-cosf(t)-sinp(t)
(T): < y(t) = r(t)-sind(t)-sinp(t), tE [to,t1]. (5.52)
z2(t) = r(t)-cosp(t)

Conform (5.1), (5.47) si (5.50), vectorul de pozitie al punctului P in coordonate

sferice este dat de relatia:
T=r-i, (5.53)

care rezulta si geometric din Figura V.6.
Conform (5.13) si (5.53), viteza este

V=70 47 iy (5.54)
Calculand derivata versorului 7, conform (5.49), se obtine
iy =0T sing+ @0, (5.55)
Conform (5.54) si (5.55), viteza punctului P in coordonate sferice este
T=7 i, +70sing-ig+7Q- iy, (5.56)
Conform (5.16) si (5.56), acceleratia este

@ = i i+ (PO )i sing + g,

. ~ - (5.57)
+70(ig - sin + P i - cos @) + (7@ + 1 @)iy.
Calculand derivata versorului 75 conform (5.49), se obtine
ig=—0(i-cosf + 7 -sinf). (5.58)

Inmultind prima relatie (5.49) cu (sing) si a treia relatie cu (cosp) si adunand
rezulta:
iy - Sinp 4 i, - cosp =1-cosf + j-sinf. (5.59)
Inlocuind (5.59) in (5.58), se obtine

ig = —0(i, - sinp + iy, - cos ). (5.60)
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Calculand derivata versorului i, conform (5.49), se obtine
%zé-%g-cosgo—gb-gr. (5.61)

Inlocuind derivatele versorilor i,, iy si i, conform (5.55), (5.60) respectiv (5.61) in
(5.57) si grupand termenii, acceleratia punctului P in coordonate sferice este:

T=a, i, +ag-ipg+a, iy, (5.62)
cu urmatoarele componente:
a, :f—rgbz—réz-sinzgo
ag=10-sinp+2rbp - cosp+ 210 - sinp (5.63)
Gy =7 H+ 2 — 0% sing - cos p.

Conform (5.56) si (5.62), modulele vitezei si acceleratiei in coordonate sferice sunt

5| = \/7*2 + 7202 - sin® p + 122, (5.64)

lal = /a2 +ag+ a2, (5.65)

unde a,, ag, a,, sunt date de (5.63) si reprezinta valorile nominale ale vitezei si acceleratiei
la momentul curent.

V.1.5. Viteza si acceleratia in coordonate intrinseci

Miscarea punctului material se raporteaza la coordonata intrinseca in cazul in care
este cunoscuta traiectoria.

Se considera un punct material P in migcare pe o traiectorie data (I'). Pe curba
(T") se stabilegte o origine O" gi un sens pozitiv. Coordonata intrinseca a punctului
material P pe traiectoria (') este definita ca lungimea orientata a arcului de curba
dintre originea O gi punctul P, notata s. Daca de la O’ la P curba este parcursa in
sens pozitiv, coordonata intrinseca este pozitiva, in sens contrar este negativa. Pe curba
(I") se definesc versorii reperului intrinsec, versorul tangent si versorul normal. Versorul
tangent T are directia tangentei la curba in pozitia curenta si este orientat spre sensul
pozitiv stabilit pe curba. Versorul normal V are directia normalei principale la curba in
pozitia curenta si este orientat spre centrul de curbura al acesteia. Normala principala
este normala continuta in planul osculator al curbei ([10], [18], [29]).

Se cunoaste legea de miscare a punctului material P in coordonata intrinseca, ex-
primata ca functie de timp, care reprezinta ecuatia parametrica a miscarii:

(D) : s = s(t), t € [t, t1], (5.66)

unde ty este momentul initial si ¢ momentul final al miscarii.

Pentru a descrie din punct de vedere fizic migcarea punctului material, functia para-
metrica (5.66) trebuie sa fie continua, uniforma si cel putin de doua ori derivabila pe
intervalul de definitie.
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)

Figura V.7. Coordonata intrinseca

Raportand traiectoria (I') la un reper triortogonal OXY Z cu versorii axelor de co-
ordonate notati 7, 7, k, versorul tangent 7 se exprimi in functie de corodonata intrinseca
printr-o relatie din geometria diferentiala ([5], [27], [29]), cunoscuta ca prima formula a
lui Frenet:

dr
T= (5.67)
unde 7 este vectorul de pozitie al punctului P in reperul considerat:
T=x-i+y-j+z-k. (5.68)
Conform (5.13) si (5.67), viteza punctului P in coordonata intrinseca este
ds
T=37, §=—. 5.69
U=3T, s=— (5.69)
Conform (5.16) si (5.69), acceleratia in coordonata intrinseca este
T i
a=5T+ ST, §= (5.70)

Derivata versorului tangent in raport cu parametrul ¢ se exprima in functie de coor-
donata intrinseca printr-o relatie din geometria diferentiala ([5], [27], [29]), cunoscuta
ca a doua formula a lui Frenet:

T=—71, (5.71)

unde R¢ reprezinta raza de curburd a traiectoriei (I') in pozitia curenta.
Conform (5.70) si (5.71), acceleratia punctului P in coordonata intrinseca este

a=3T+ —7. (5.72)

Conform (5.69) si (5.72), modulele vitezei si acceleratiei in coordonata intrinseca
sunt

ol = 18|, |a]l=14/8+ = (5.73)

si reprezinta valorile nominale ale vitezei si acceleratiei la momentul curent.
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Observatia 5.7 Expresiile vitezei gi acceleratiei in coordonata intrinseca permit cal-
cularea razei de curbura a traiectoriei cu relatia ([12], [20], [21]):

Rc = . 5.74
o= 5 (5.74)

V.1.6. Studiul calitativ al miscarii punctului material

Studiul calitativ se refera la stabilirea caracterului migcarii, adica daca miscarea este
accelerata, incetinita sau uniforma.

Definitia 5.6 Un punct material are o miscare uniforma daca viteza este constanta ca

valoare 1n timp
|| = const. (5.75)

Definitia prezinta doua completari: daca viteza este crescatoare, miscarea este ac-
celerata, iar daca viteza este descrescatoare, migcarea este incetinita.

Se considera un punct material P raportat la un reper triortogonal OXY Z. Starea
de miscare a punctului material este exprimata prin functia de variatie in timp a vec-
torului de pozitie:

T=0P=T7(t), tE€ [to,ts), (5.76)

unde ty este momentul initial si £3 momentul final al migcarii.
Punctul material are o migcare accelerata daca viteza este crescatoare ca valoare:

|@(t1)| < |@(t2)|, \V/tl,tz c [to,tg], t1 < 9. (577)
Punctul material are o misgcare incetinita daca viteza este descrescatoare ca valoare:
|@(t1)| > |@(t2)|, \V/tl, ty € [to, tg], t1 < 9. (578)

Efectuand produsul scalar dintre viteza si acceleratie, conform (5.69) si (5.72) se
obtine: ; L
. . v 5
v-a-s-s-v-v—v-dt—2-dt(v). (5.79)
Patratul vitezei din (5.79) are aceeasi monotonie ca functia de modul a vitezei,
crescatoare sau descrescatoare. Derivata unei functii crescatoare este pozitiva, iar
derivata unei functii descrescatoare este negativa, rezultate cunoscute din analiza ma-
tematica ([1], [16], [23]).
Astfel, se pot formula urmatoarele concluzii asupra miscarii punctului material, pe
baza semnului produsului scalar dintre viteza i acceleratie:

e daca produsul scalar este pozitiv, miscarea este accelerata,;
e daca produsul scalar este nul, miscarea este uniforma;

e daca produsul scalar este negativ, migcarea este incetinita.
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V.1.7. Cazuri particulare de miscari ale punctului material

V.1.7.a. Miscarea rectilinie. Un punct material are o migcare rectilinie atunci
cand traiectoria este un segment de dreapta. Miscarea se raporteaza la un reper astfel
ca axa OX sa coincida cu traiectoria punctului. Ecuatia parametrica a miscarii este
data de variatia abscisei in timp:

xr = x(t), t e [to,tl], (580)

unde % este momentul initial si ; momentul final al miscarii, functie continua, uniforma
si cel putin de doua ori derivabila pe intervalul de definitie.
Viteza si acceleratia punctului material sunt:

U—Jf—dt7 CL—(L’—dtz .

Daca viteza este constanta, migcarea se numeste rectilinie uniforma, daca acceleratia
este constanta, miscarea se numeste rectilinie uniform variata.

V.1.7.b. Miscarea rectilinie oscilatorie armonica. Un caz particular al migcarii
rectilinii este miscarea rectilinie oscilatorie armonica. Aceasta miscare se obtine atunci
cand functia z(t) din (5.80) este o functie armonica de forma:

x(t)=A-sin(w-t+¢), t>0, (5.82)

unde A, w §i ¢ sunt constante reale, ¢ € [0, 27).
Viteza si acceleratia punctului material sunt:

v=10=wA-cos(w-t+ ), (5.83)
a=1i=—w?A- sin(w-t+ ). |

Traiectoria punctului material este un segment de dreapta pe axa OX simetric in
jurul originii, intre punctele de abscise (—A) gi A.
Pozitia initiala a punctului material este:

xog=x(0) = A -sinp. (5.84)
Migcarea este periodica, de perioada T = 27 /|w|:
x(t)=z(t+T), t>0. (5.85)

Constantele din (5.82) se numesc: |A| amplitudinea miscarii, |w| pulsatia si ¢ faza
initiala. Unitatile de masura pentru acestea sunt:

(JA) =m, (jw])=s"", (p) =rad.

Observatia 5.8 Migcarea rectilinie oscilatorie armonica reprezinta modelul matematic
al fenomenelor dinamice de vibratii liniare ale punctului material si corpului solid rigid.
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V.1.7.c. Miscarea circulara. Un punct material are o miscare circulara atunci
cand traiectoria este un cerc sau un arc de cerc. Migcarea se raporteaza la un reper
astfel ca planul cercului sa coincida cu planul OXY si centrul cercului sa coincida cu
originea. Ecuatiile parametrice ale miscarii sunt date de legile de variatie in timp ale
coordonatelor polare:

p=R, 0=0(t), tEe€lto,t1], (5.86)

unde R este raza traiectoriei, ¢y este momentul initial si ¢; momentul final al miscarii,
functie continua, uniforma si cel putin de doua ori derivabila pe intervalul de definitie.

R i
() © -
tp
R F, L\
o
L
-R 0 R X
o
R R

Figura V.8. Miscarea circulara
Conform (5.38) si (5.86), viteza punctului material este
T=R0-7 |[0]=RI. (5.87)
Conform (5.42) si (5.86), acceleratia punctului material este

a=—RO%i,+ Rbiy, |a=RVO*+02. (5.88)

Definitia 5.7 Prima derivata a unghiului polar in raport cu parametrul ¢ se numeste
viteza unghiulard si se noteaza omega ([1], [30]):
de

marime vectoriala pe directia axei OZ.

Unitatile de masura pentru viteza unghiulara sunt radianul pe secunda, (w) = rad/s
1

sau s .
Definitia 5.8 A doua derivata a unghiului polar in raport cu parametrul ¢ se numeste
acceleratie unghiulard si se noteaza epsilon ([1], [30]):
. d20 _
e=w=0=—, E=c-k 5.90
“ dt? ’ (5.90)

marime vectoriala pe directia axei OZ.

Unitatile de masura pentru acceleratia unghiulara sunt radianul pe secunda la

patrat, (e) = rad/s? sau s~2.
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V.1.7.d. Miscarea circulara uniforma. Un caz particular al migcarii circulare este
miscarea circulara uniforma, cu viteza constanta ca valoare. Aceasta miscare se obtine
atunci cand functia 6(¢) din (5.86) este o functie liniara:

O(t) = wo - t+ 00, t>0, (5.91)

unde wy si 0y sunt constante reale, 6y € [0, 27).
Conform (5.87), (5.88) si (5.91), viteza si acceleratia punctului material sunt

v=R-wyig, a=—-R-wji,, (5.92)

unde R este raza traiectoriei circulare din (5.86).
Constanta wy din (5.91) reprezinta viteza unghiulara a misgcarii, conform (5.89).
Migcarea este periodica in coordonate carteziene, de perioada T' = 27/ |wy:

x(t)=z(t+T), yit)=yit+T), t=>0. (5.93)

Observatia 5.9 Proiectia unui punct material in miscare circulara uniforma pe un
diametru al cercului este un punct in miscare oscilatorie armonica.

V.2. Cinematica solidului rigid

Subiectul acestui subcapitol al cursului este modelul mecanic de corp solid rigid.

Cinematica corpului solid rigid studiaza miscarea mecanica a acestui model fizic,
adica un corp de dimensiuni masurabile avand o forma geometrica precizata, fara a
lua in considerare masa si fortele care actioneaza asupra acestuia. Problema directa
in studiul cinematic al corpului solid rigid are ca obiect determinarea traiectoriilor,
vitezelor si acceleratiilor punctelor corpului in ipoteza in care se cunosc legile de miscare.
Aceste legi sunt exprimate la modul general pentru corpul in miscare si permit deter-
minarea traiectoriei, vitezei si acceleratiei unui punct oarecare al corpului prin aplicarea
formulelor de calcul corespunzatoare.

Un corp solid rigid in migcare prezinta un camp de viteze si un camp de accelerat;ii,
deoarece corpul are o infinitate de puncte. Campurile de viteze si de acceleratii sunt
campuri vectoriale gi sunt exprimate analitic prin formula vitezelor, respectiv formula
acceleratiilor, specifice pentru fiecare tip de migcare in parte.

Cea mai simpla forma geometrica a unui corp solid rigid in miscare este segmentul
de dreapta, dar acest model nu acopera cazul general al corpurilor tridimensionale.

Studiul cinematic al corpului solid se face in ipoteza de rigiditate, deoarece formulele
stabilite pentru viteze si acceleratii sunt valabile in conditiile in care nu exista miscari
relative intre punctele corpului. Ipoteza de rigiditate presupune ca distanta dintre
doua puncte oarecare ale corpului sa nu se modifice in timpul migcarii. Aceasta ipoteza
are si o consecinta asupra vitezelor. Astfel, in cazul migcarii unui corp solid rigid,
proiectiile vitezelor a doua puncte oarecare ale corpului pe dreapta determinata de cele
doua puncte sunt egale. Rezultatul este valabil pentru orice tip de miscare in ipoteza
de rigiditate. Traiectoriile, vitezele si acceleratiile punctelor unui corp solid rigid in
migcare se definesc la fel ca in cazul punctului material, care poate fi considerat un caz
particular de corp solid, corpul cu un singur punct.
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Studiul cinematic al corpului solid rigid presupune doua repere de referinta, un reper
fix la care se raporteaza pozitia corpului si un reper mobil legat solidar de corp la care se
raporteaza punctele corpului conform geometriei acestuia. Conditia de legare solidara
implica pozitia fixa a corpului in reperul mobil pe timpul migcarii, adica reperul mo-
bil este chiar corpul a carui miscare se studiaza, reperul fix fiind un alt corp solid rigid
aflat in repaos. In continuare, prin reper de referintd se va intelege reperul fix. Reperele
uzuale sunt triortogonale, in care se exprima coordonatele carteziene ale punctelor cor-
pului. Reperul fix se noteaza OXY Z, iar reperul mobil QX'Y’Z’, notatiile versorilor
axelor de coordonate fiind 7, 7, k pentru reperul fix, ’_L'/, EI,EI pentru reperul mobil.

Modelul mecanic de corp solid rigid prezinta sase grade de libertate in spatiu. Ra-
portand corpul la un reper triortogonal fix OXY Z acestea sunt cele trei translatii pe
axele de coordonate OX, OY, OZ si cele trei rotatii in jurul acestor axe. Pozitia cor-
pului in raport cu reperul de referinta OXY Z este data prin parametri de pozitie, care
in studiul cinematic se numesc parametri cinematici. Considerand un reper triortogo-
nal QX'Y'Z’ legat solidar de corp, parametrii de pozitie sunt coordonate carteziene si
unghiuri care dau pozitia reperului mobil in raport cu reperul fix. Pentru gradele de
libertate de translatie parametrii de pozitie sunt cele trei coordonate carteziene in repe-
rul fix ale polului @), originea reperului mobil. Pentru gradele de libertate de rotatie
parametrii de pozitie sunt trei unghiuri definite intre axele reperului mobil gi axele
reperului fix, numite unghiurile lui Euler, dupa numele matematicianului si fizicianului
elvetian Leonhard Euler (1707-1783).

Pentru definirea unghiurilor lui Euler se considera un reper triortogonal intermediar
O"X"Y"Z" avand originea comuna cu reperul mobil (0" = @) si axele de coordonate
paralele si de acelasi sens cu axele reperului fix (O"X"” || OX,0"Y" || OY,0"Z" || OZ,
Figura V.9). Se noteaza QN dreapta de intersectie a planelor QX'Y’ si O"X"Y",
dreapta numita linia nodurilor:

QN =QX'Y' NO"X"Y". (5.94)

Cele trei unghiuri ale lui Euler se numesc unghi de precesie, unghi de rotatie proprie
si unghi de nutatie, denumiri specifice disciplinei de astronomie, ca si linia nodurilor.

Z”
z X © Y
0'=Q =Y
Xu \|_I (P N

Figura V.9. Unghiurile lui Euler
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......

in sens direct trigonometric in planul O” X"”Y" gi notat v:
v =4(0"X"QN) = 4(OX,QN). (5.95)

Unghiul de rotatie proprie se definegte intre semiaxa X’ pozitiva si linia nodurilor,
masurat in sens direct trigonometric in planul QX'Y” si notat :

p=L(QX",QN). (5.96)

Unghiul de nutatie se definegte intre semiaxa Z” pozitiva si semiaxa Z’ pozitiva,
notat 6:
0=4(0"2",Q7") = £0Z,Q7)). (5.97)

Ca parametri de pozitie, domeniile de valori ale unghiurilor lui Euler sunt:
v e 0,2m), ¢ €[0,2m), 6 €[0,7]. (5.98)

Observatia 5.10 Ca parametri cinematici, unghiurile lui Euler pot fi exprimate ca
functii de timp al caror codomeniu depaseste intervalele din (5.98). In aceste cazuri,
valoarea unghiului impartita la 27 indica numarul de rotatii complete efectuate de corp.

In cazul cel mai general pozitia corpului solid rigid in raport cu reperul de referinta
fix OXY Z este data prin sase parametri de pozitie care corespund celor sase grade
de libertate: trei translatii pe axele OX, OY, OZ si trei rotatii in jurul acestor axe.
Cele trei rotatii in jurul axelor de coordonate sunt echivalente cu trei rotatii simple in
planele unghiurilor lui Euler ([12], [22], [28]). Astfel, ca parametri de pozitie ai corpului
se considera cele trei coordonate (carteziene) ale originii mobile in reperul fix i cele trei
unghiuri ale Iui Euler.

Se considera un corp solid rigid (S) raportat la un reper de referinta fix OXY Z si
la un reper solidar legat de corp QX'Y’Z’. Starea de migcare mecanica a corpului solid
rigid este data de modificarea pozitiei in timp, fiind exprimata prin functiile de variatie
in timp ale parametrilor de pozitie, cele trei coordonate ale polului () in reperul fix
(20, Yo, 2g) si cele trei unghiuri ale lui Euler (¢, ¢, 0):

rg = 2(t), Yo = yot), 2g = 2(t),
¢ = ¢(t)7 Y = Sp(ﬂv 0 = 9(75),

unde t, reprezinta momentul initial gi t; momentul final al migcarii.

Pentru a descrie din punct de vedere fizic migcarea corpului solid rigid, functiile
din relatia (5.99) trebuie sa fie continue, uniforme si cel putin de doua ori derivabile
in raport cu variabila ¢ (timpul) pe domeniul de definitie, la fel ca in cazul punctului
material (subcapitolul V.1).

t € [to, t], (5.99)

Observatia 5.11 Exista cazuri de miscare ale corpului solid rigid in care functiile ()
si ¢(t) pot fi discontinue la anumite momente de timp, datorita conditiei ca aceste
unghiuri sa fie masurate in sens direct trigonometric.

Functiile (5.99) se mai numesc parametri cinematici de ordinul zero ai corpului solid
rigid.
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V.2.1. Miscarea de translatie

Definitia 5.9 Un corp solid are o migcare de translatie atunci cand un segment de
dreapta intre doua puncte oarecare ale sale ocupa pozitii paralele in spatiu.

In miscarea de translatie, punctele corpului au traiectorii identice, aceleasi viteze si
aceleagi acceleratii la un moment dat. Forma geometrica a traiectoriei unui punct al
corpului da numele miscarii de translatie: translatie rectilinie, translatie circulara etc.
Misgcarea de translatie este cea mai simpla migcare a corpului solid rigid, studiul acesteia
se poate reduce la migcarea unui singur punct al corpului, nefiind necesar reperul mobil.

Se considera un corp solid rigid (S) raportat la un reper triortogonal fix OXY Z.
Miscarea de translatie a corpului (S) prezinta trei grade de libertate: corpul poate avea
translatii pe axele OX,0Y,0Z. Gradele de libertate sunt exprimate analitic prin cele
trei coordonate carteziene ale unui punct al corpului notat @), originea reperului mobil:
rQ, Yo, 2q- Daca este precizata traiectoria punctului @) in reperul fix OXY Z, numarul
gradelor de libertate se reduce la unu, posibilitatea de miscare a unui punct pe o curba
data.

Migcarea de translatie a corpului (S) este complet determinata daca se cunosc in
orice moment coordonatele carteziene ale punctului @) in reperul de referinta:

Q : Tg = l‘Q(t), Yo = yQ(t), 2Q = ZQ(lf), t e [to,tl], (5100)

unde tp este momentul initial si ¢#; momentul final al miscarii, coordonate care dau
vectorul de pozitie al punctului @Q:

To=2q i+Yo-j+zq-k (5.101)

Figura V.10. Migcarea de translatie

In miscarea de translatie, reperul mobil are axele paralele cu axele reperului fix
QX' || OX, QY || OY, QZ" || OZ). Nu se definesc unghiurile lui Euler.

Ecuatiile (5.100) sunt ecuatiile parametrice ale migcarii de translatie sau parametrii
cinematici de ordinul zero. Pentru a descrie din punct de vedere fizic miscarea, functiile
de timp (5.100) trebuie sa fie continue, uniforme si cel putin de doua ori derivabile pe
intervalul de definitie.
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Viteza si acceleratia punctului @ al corpului (S) in miscare de translatie se definesc
prin relatiile (5.13), respectiv (5.17), in care se inlocuieste vectorul de pozitie din (5.101)
si constituie parametrii cinematici de ordinul intai, respectiv doi:

Vg = d@-i+Ug-j+io-k
ag = Iqg-i+iq-J+Ziqg-k,
notatiile fiind cele cunoscute din V.1:

. d.CEQ . dyQ . dZQ . dQQEQ . d2yQ . dzzQ
szﬁayQ:d—tazQ:ﬁaxQ: dt2 » Yo = dt??ZQ: dt2 (5103)

Viteza gi acceleratia unui punct oarecare P al corpului (S) In miscare de translatie
sunt aceleasi cu viteza, respectiv acceleratia punctului (), proprietati care rezulta din
definitia migcarii:

T ="7q, a=aq. (5.104)

V.2.2. Miscarea de rotatie plana

Definitia 5.10 Un corp solid rigid are o misgcare de rotatie plana (rotatie simpla)
atunci cand un segment de dreapta al acestuia ocupa pozitie fixa in spatiu.

Axa care contine segmentul fix de dreapta se numeste axa de rotatie i poate sa nu
intersecteze volumul fizic al corpului, fiind solidara cu corpul, adica are in orice moment
al migcarii aceeasi pozitie relativa fata de corp. Miscarea de rotatie plana sau simpla
se mai numeste si miscare de rotatie in jurul unei axe fire. Axa de rotatie se noteaza
in mod curent (A).

Se considera un corp solid rigid (S) raportat la un reper triortogonal OXY Z. Repe-
rul mobil se considera cu originea comuna cu reperul fix, astfel incat axele QZ' si OZ
sa coincida (Figura V.11):

0=Q, Q7 =0Z=(A). (5.105)

ZEZ[} (A)(S)

Figura V.11. Miscarea de rotatie plana
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Migcarea de rotatie a corpului (S) in jurul axei fixe (A) prezinta un grad de libertate:
corpul se poate roti in jurul axei OZ. Gradul de libertate este exprimat analitic prin
unghiul de pozitie dintre axa fixa OX si axa mobila QX’, notat .

Migcarea de rotatie a corpului (S) este complet determinata daca se cunoaste in
orice moment unghiul de rotatie:

©=p(t), te ltt1], (5.106)

unde t; este momentul initial gi ¢ momentul final al miscarii.

Ecuatia (5.106) este ecuatia parametrica a miscarii de rotatie in jurul unei axe fixe
sau parametrul cinematic de ordinul zero. Pentru a descrie din punct de vedere fizic
migcarea, functia de timp (5.106) trebuie sa fie continua, uniforma si cel putin de doua
ori derivabila pe intervalul de definitie.

Viteza si acceleratia unghiulara a corpului (S) in migcare de rotatie plana sunt
definite de relatiile (5.89), respectiv (5.90), in care se inlocuiegte notatia 6 cu ¢, prin
analogie cu migcarea circulara a punctului material si constituie parametrii cinematici
de ordinul intai, respectiv doi:

w=pk=0k, e=w=0k=3k, (5.107)
notatiile fiind cele cunoscute din V.1.

Relatiile de legatura intre versorii reperului mobil si versorii reperului fix, stabilite

pe baza definitiei produsului scalar, sunt ([12], [20], [30]):

~

=1i-cosp+j-sinp,

SN

=/

j = —i-sinp+j-cosyp, (5.108)
K =k,
relatii care dau versorii mobili ca functii de timp prin unghiul de rotatie .

Derivand relatiile (5.108) in raport cu timpul, se obtine:

/

= —pi-sinp+¢j-cosp=¢-7,

SR

-/

J :—¢z-cosgp—gb3-sinap:—¢-7, (5.109)
=/ _
k =0.
Se considera un punct oarecare P apartinand corpului (S) in migcare. Vectorii de
pozitie ai punctului P in reperul fix si in reperul mobil coincid, deoarece reperele au
originea comuna:

T=x-ity-j+z-k=a-i+y -j +2 k' =7 (5.110)

unde (z,y, z) sunt coordonatele punctului P in reperul OXY Z, iar (2,1, 2’) sunt co-
ordonatele in reperul QX'Y'Z’.
Viteza punctului P se defineste prin relatia (5.13) in care se inlocuiegte (5.110):

dr dr’

U:% sau U:%'

(5.111)
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Conform (5.110) si (5.111), se obtine
T=a ity G+ R (5.112)

deoarece 2',1/, 2/ sunt constante, conform conditiei ca reperul mobil sa fie solidar legat
de corpul solid rigid (S).
Inlocuind (5.109) in (5.112), se obtine

v=¢a -5 —py i, (5.113)

expresie care este egala cu dezvoltarea produsului vectorial dintre vectorul viteza unghi-
lara din (5.107) si vectorul de pozitie al punctului P in reperul mobil din (5.110):

T=wxT". (5.114)

Relatia (5.114) reprezinta formula vitezei in miscarea de rotatie in jurul unei axe fixe.
Conform (5.113), componentele vitezei pe axele reperului mobil sunt:

v, =—¢-y, vy =¢-a', v, =0. (5.115)
Conform (5.108) si (5.113), componentele vitezei pe axele reperului fix sunt:

v, = —px’ -sinp— Py -cosp,

v, = @a'-cosp—py -sine.

(5.116)

Modulul vitezei este
] = Ju2 + 02 = |plV/2% + y2. (5.117)
Acceleratia punctului P se definegte prin relatia (5.16), in care se inlocuieste (5.114):

dv d

a=
Prin derivarea factorilor, se obtine:
G=—XT4+W0x—- (5.119)

Derivata vitezei unghiulare reprezinta acceleratia unghiulara conform (5.107), iar
derivata vectorului de pozitie reprezinta viteza punctului conform (5.111). Rezulta:

A=EXT7 +W X7, (5.120)
sau inca, inlocuind viteza conform (5.114):
G=exXT 4+wx(WxT). (5.121)

Relatia (5.121) reprezinta formula acceleratiei in migcarea de rotatie in jurul unei axe
fixe.
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Conform (5.107), (5.110), (5.113) si (5.120), componentele acceleratiei pe axele repe-
rului mobil sunt:

d, == — ¢y, d,=¢a' — Gy, d.=0. (5.122)
Conform (5.116) si (5.118), componentele acceleratiei pe axele reperului fix sunt:

_dvx _%

z = ) = »oay, =0, 5.123
“= T T (5.123)
a, = —(Q?°2 + @y )cosp — (P’ —H?y)sin,
(?2 / s?y/) 0s¢ (s.f')/ {/; y/) @ (5.124)
ay, = —(@*2 +¢y)sing+ (2’ —$°y') cos .
Modulul acceleratiei este
[al = \Ja? + a7 = Vo + @ Ve -y (5.125)

In miscarea de rotatie in jurul unei axe fixe, campurile de viteze si de acceleratii
sunt date de relatiile (5.114) si (5.121):

T = wxXT
P: (5.126)
= EXT4+wWx(WxT),

unde viteza unghiulara @ si acceleratia unghiulara z sunt definite in (5.107) cu (5.106),
iar vectorul de pozitie al punctului P in reperul mobil este definit in (5.110):

S]]

F=a 74y -+ F. (5.127)

Vectorul de pozitie poate fi descompus in doua componente, normala, respectiv
coliniara, cu axa miscarii:
-/

=T 40, To=a T +y-5, T.=2F. (5.128)

C

Inlocuind (5.128) in produsele vectoriale din (5.126), se obtine:

WXT =WXT,, EXT =E€XT,, (5.129)
deoarece produsul vectorial a doi vectori coliniari este nul.
Inlocuind prima relatie (5.129) in dublul produs vectorial din (5.126) si aplicand
formula de dezvoltare (1.71), rezulta:

2

OUX (WXT)=wx (WXT,) =—w0T,, (5.130)

deoarece produsul scalar a doi vectori perpendiculari este nul.
Inlocuind (5.129) si (5.130) in (5.126), se obtine:

S|

T = wxT7,
P (5.131)

unde 7, este componenta normala pe axa miscarii a vectorului de pozitie al punctului
P cu primele doua coordonate in reperul mobil, definit in (5.128).
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Observatia 5.12 In miscarea de rotatie in jurul unei axe fixe, traiectoriile punctelor
sunt cercuri normale pe axa de rotatie, avand centrele pe aceasta axa.

V.2.3. Miscarea plan—paralela

Definitia 5.11 Un corp solid rigid are o migcare plan—paralela atunci cand o sectiune
plana a acestuia este continuta intr-un plan de referinta fix, numit plan director al
miscarii.

Miscarea plan—paralela este o miscare compusa dintr-o translatie plana si o rotatie
plana care au loc simultan. Prin translatie plana se intelege modificarea pozitiei
sectiunii plane a corpului in planul director al miscarii, fiind o translatie cu doua grade
de libertate, spre deosebire de translatia rectilinie cu un grad de libertate si translatia
spatiala cu trei grade de libertate definita in V.2.1.

Se considera un corp solid rigid (S§) raportat la un reper triortogonal OXY Z si se
noteaza (X) sectiunea volumului geometric al corpului cu planul OXY. Reperul mobil
se considera astfel incat planele OXY gi Q'X'Y” sa coincida si axele OZ si Q7' sa fie
paralele (Figura V.12):

OXY =QXY', 0Z|QZ. (5.132)

a) vedere spatiala b) vedere plana

Figura V.12. Miscarea plan—paralela

Migcarea plan—paralela a corpului (S) cu planul director OXY prezinta trei grade
de libertate, care sunt gradele de libertate ale sectiunii (X) in planul OXY: translatiile
pe axele OX, OY si rotatia in jurul axei OZ. Gradele de libertate se exprima analitic
prin cele doua coordonate ale originii mobile in reperul de referinta (zg,yq), a treia
coordonata fiind zero si prin unghiul de pozitie dintre axa fixa OX si axa mobila QX’,
notat .

Migcarea plan—paralela a corpului (S) este complet determinata daca se cunosc in
orice moment coordonatele carteziene ale polului ) in reperul de referinta si unghiul
de rotatie. Ecuatiile parametrice ale migcarii sunt:

zQ =2q(t), yo=yql(t), w=1(t), tEltt], (5.133)
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unde ty este momentul initial si £; momentul final al miscarii, numite si parametri
cinematict de ordinul zero.

Functiile (5.133) satisfac aceleasi conditii ca functiile (5.99).

Viteza polului ) si viteza unghiulara se definesc ca in cazul misgcarii de translatie
(prima relatie (5.102)), respectiv rotatie in jurul unei axe fixe (prima relatie (5.107)) si
constituie parametric cinematici de ordinul intas:

To=ig-i+ig-J, w=¢pk=pk. (5.134)

Acceleratia polului @ si acceleratia unghiulara se definesc prin a doua relatie (5.102),
respectiv a doua relatie (5.107), si constituie parametrii cinematici de ordinul doi:

Gg=iq-it+ig j, E=¢k=pk. (5.135)

Relatiile de legatura intre versorii reperului mobil si versorii reperului fix sunt ace-
leasi ca in cazul migcarii de rotatie plana, relatiile (5.108). Prin inversarea relatiilor
(5.108), se obtine:

i’ -cosp —j'-sin,
i’ -sinp+j’ - cosy, (5.136)

= k'

= s s

Se considera un punct oarecare P apartinand corpului (S) in miscare plan—paralela
si se noteaza P proiectia punctului pe planul director al miscarii:

PPy L QX'Y', Pye QXY (5.137)

In cazul miscarii plan—paralele, punctele P si Py au traiectorii identice (curbe plane),
aceeagsi viteza si aceeasi acceleratie la un moment dat, proprietati implicate de definitia
miscarii. Din acest motiv, studiul cinematic al corpului in miscare plan—paralela se
poate reduce la studiul in planul director, adica la migcarea punctului Fp.

Se noteaza 7 vectorul de pozitie al punctului P, in reperul mobil:

F=QP =274y -7, (5.138)

unde (z’,y') sunt coordonatele in reperul QX'Y’'Z’ a treia coordonata fiind zero.
Vectorul de pozitie al punctului P, in reperul fix este dat de relatia (legea de variatie
a coordonatelor la translatia axelor):

T=0P =0Q+QP,=Tqg+T, (5.139)

unde s-a notat vectorul de pozitie al originii mobile in reperul de referinta.
Viteza punctului P, este definita de relatia (5.13) in care se inlocuiegte (5.139):
dr drg dr dr’

dr _ ar _ 5 L 14
at = @t Tar let (5.140)

v =

unde s-a inlocuit derivata vectorului de pozitie al originii mobile cu viteza, conform

definitiei.
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Conform cu (5.111), (5.114) si (5.140), viteza punctului Fy este:
T=Tg+wXxT. (5.141)

Relatia (5.141) reprezinta formula vitezei in migcarea plan—paralela.
Conform primei relatii (5.134) si (5.136) componentele vitezei polului mobil pe axele
reperului mobil sunt:

(5.142)

/

. Vg, = Tqcosp+yq - sing,
@ Voy = —TqQ-sing+yq - cosp.

Conform (5.114), (5.115), (5.141) si (5.142), componentele vitezei punctului P pe
axele reperului mobil sunt:

vl o= Zg-cosp+yg-sing — oy,

5.143
= —dg-sinp+yg-cosp+pa ( )

e~ 8>

(Y

Conform (5.114), (5.116), primei relatii (5.134) si (5.141), componentele vitezei
punctului Py pe axele reperului fix sunt:

Ve = To—px' -sinp— ¢y - cosp,
e cory ey (5.144)
v, = Yo+ -cosp—py -sinep.

Acceleratia punctului Py este definita de relatia (5.16), in care se inlocuieste (5.141):

dv d d
d_::E(vQ +@xT) =g+ o @ xT), (5.145)

unde s-a inlocuit derivata vitezei originii mobile cu acceleratia, conform definitiei.
Conform cu (5.118), (5.121) si (5.145), acceleratia punctului P, este:

a =

G=Tg+EXT +wWx (WxT7). (5.146)

Observand ca vectorii @ din (5.134) i 7 din (5.138) sunt perpendiculari si dezvoltand
dublul produs vectorial din (5.146) cu formula (1.71), se obtine

G=dg+ExXT —w -T. (5.147)

Relatia (5.147) reprezinta formula acceleratiei in migcarea plan—paralela.
Conform primei relatii (5.135) si (5.136), componentele acceleratiei polului mobil pe
axele reperului mobil sunt:

(5.148)

/

ag, = —TQ SMY+Yqg - CoSp.
Conform (5.121), (5.122), (5.146) si (5.148), componentele acceleratiei punctului F

pe axele reperului mobil sunt:
al, = Ig-cosp+ig-sing — @y — Py,

5.149
= —Ig-sing+ig-cosp+ Pz — Yy ( )

/
T
/
Cly
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Conform (5.121), (5.124), primei relatii (5.135) si (5.146), componentele acceleratiei
punctului Fy pe axele reperului fix sunt:

G = dq— (7 +3y)cosp— (pal — G2y sing,

5.150
ay = dig— (&2 +@y)sing+ (pz' — ¢*y)cosp. >450)

In migcarea plan—paralela, campurile de viteze si de acceleratii sunt date de relatiile
(5.141) si (5.147):

T = Tot@WxT,
P { S e (5.151)
a = ag+eEXTr —wr,
unde viteza polului mobil si viteza unghiulara sunt definite in (5.134) cu (5.133),
acceleratia polului mobil si acceleratia unghiulara sunt definite in (5.135) cu (5.133),
iar vectorul de pozitie al punctului P in reperul mobil este definit cu primele doua
coordonate in (5.138):
F=a 74y 7. (5.152)
Observatia 5.13 Formulele vitezei (5.141) si acceleratiei (5.146) sunt general vala-
bile in cinematica corpului solid rigid. Sunt cunoscute in literatura de specialitate ca

formulele lui Euler. Formula (5.147) este specifica migcarii plan-paralele.

In miscarea plan-paralela a corpului solid rigid se definesc doua puncte caracteristice,
polul vitezelor si polul acceleratiilor.

V.2.3.a. Polul vitezelor

Definitia 5.12 Se numeste pol al vitezelor un punct in planul director al miscarii
apartinand sectiunii (X) a corpului sau solidar cu aceasta care are viteza nula la un
moment dat.

Polul vitezelor se noteaza I si se mai numeste centru instantaneu de rotatie, pozitia
sa fiind variabila atat in reperul fix cat i in reperul mobil pe timpul miscarii.

Definitia 5.13 Locul geometric al punctului I in raport cu reperul fix se numeste
centroidd fixd.

Definitia 5.14 Locul geometric al punctului I in raport cu reperul mobil se numegte
centroida mobila.

Centroida fixa si centroida mobila sunt curbe in planul director al migcarii, tangente
in punctul 7.

Egaland cu zero componentele vitezei pe axele reperului mobil date de (5.143) con-
form conditiei de definire a polului I rezulta coordonatele acestuia:

= —,Q-smgo—y—'Q-cosgo,
¥

¥
Yy = x—,Q-coscp—l—y—.Q-singp,
2 2

C.M.: (5.153)
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relatii care reprezinta ecuatiile parametrice ale locului geometric al punctului I in repe-
rul mobil, centroida mobila.
Aplicand relatiile (5.138) si (5.139) pentru punctul /, avem

7 =1 .Z'+y;.j’, TI=Tq+T; :FQ+x’,.;’+y/].j’ —ar-i+yr-j, (5.154)
unde vectorul de pozitie al originii mobile este dat de relatia
TQ=1q i+yq-J, (5.155)

cu coordonatele din (5.133).
Inlocuind (5.108) si (5.155) in a doua relatie (5.154), se obtine

Xy = xgo+ah-cosp—ys-sing,
I Q /1 ‘ ' y/[ ' (5.156)
Yr = Yo Ty -Sme+yp-cosp.
Conform (5.153) si (5.156), coordonatele polului I in reperul fix sunt:
COF :z;=0g—22, yy=yo+-2, (5.157)
¥ ¥

relatii care reprezinta ecuatiile parametrice ale locului geometric al punctului I in repe-
rul fix, centroida fixa.
Daca ecuatiile parametrice ale migcarii (5.133) sunt exprimate in forma

g =2q(p(1), wvo=uyqale(t), ¢=¢(t), tEett], (5.158)

cu coordonatele originii mobile ca functii compuse de timp prin unghiul de rotatie,

avem:
_dzg . dxg Cdyg . dyg

- O — 5.159
to =g =V, Vo= = ( )

In aceastdi ipotezd, conform (5.153), (5.157) si (5.159), ecuatiile parametrice ale
centroidelor sunt:

d d

= %-singp—%-cow,
C.M. : v v (5.160)

Yy = dm—Q~cosg0+d&-Sincp

respectiv,
C.F g 4+ g (5.161)
Foxp=x9— —2, = —= . :
I Q do Yr = Yq dy

Observatia 5.14 Ca pozitie geometrica, centrul instantaneu de rotatie se determina la
intersectia perpendicularelor pe directiile vitezelor a doua puncte oarecare ale sectiunii
(X). Centroidele migcarii plan-palalele pot fi determinate si ca probleme de loc geo-
metric.
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V.2.3.b. Polul acceleratiilor

Definitia 5.15 Se numeste pol al acceleratitlor un punct in planul director al miscarii
aparitinand sectiunii (X) a corpului sau solidar cu aceasta care are acceleratie nula la
un moment dat.

Polul acceleratiilor se noteaza J si are caracter instantaneu ca gi polul vitezelor,
pozitia sa fiind variabila atat in reperul fix cat si in reperul mobil pe timpul migcarii.

Egaland cu zero componentele acceleratiei pe axele reperului mobil date de (5.149)
conform conditiei de definire a polului acceleratiilor si rezolvand sistemul de doua ecua-
tii cu doua necunoscute astfel obtinut rezulta coordonatele polului J pe axele reperului
mobil:

e ee .2 . .2 .. - ee e
I‘i] = %.Singp_i_%.coswj
¥ ¥ ¥ ¥
I o (5.162)
: piq+¢” g ¢ ig — Pl
= ——————— 'COSyp — ———F————— - SsIn Y.
Yy 804 + (702 ¥ S04 + g02 ¥
Aplicand relatiile (5.156) pentru punctul J, avem:
ry = To+ ;- cosp—y;-sinp,
J Q /J . 2 Q/J 2 (5.163)
Yr = Yot T, sme+y;-cose.
Conform (5.162) si (5.163), coordonatele polului J in reperul fix sunt:
-2 .o e e e e -2 ..
PTrTQ — PYq PrQ+ P YQ
Ty=2Q+ ——F——5 > =Yoo+t —g = 5.164
J Q g04 + S02 Yy Ya g04 + 902 ( )

Observatia 5.15 Ca pozitie geometrica, polul acceleratiilor se determina la intersectia
dreptelor care fac acelasi unghi X cu directiile acceleratiilor a doua puncte oarecare ale
sectiunii (X), unghi dat de relatia ([11], [12], [20]):

g
tgX = — = (5.165)

@,
@2

V.2.4. Miscarea elicoidala

Definitia 5.16 Un corp solid rigid are o migcare elicoidala atunci cand un segment de
dreapta al acestuia ocupa pozitii pe o axa (dreapta) fixa in spatiu pe timpul migcarii.

Axa care contine segmentul mobil de dreapta se numeste axa miscarii elicoidale si
poate sa nu intersecteze volumul fizic al corpului, fiind solidara cu corpul, adica are
in orice moment al miscarii aceeasi pozitie relativa fata de corp. Miscarea elicoidala
este o migcare compusa dintr-o rotatie in jurul unei axe fixe si o translatie rectilinie pe
aceeasi axa care au loc simultan. Axa comuna de rotatie si de translatie se noteaza in
mod curent (A). Misgcarea se numeste elicoidald deoarece segmentul de dreapta care
uneste un punct al corpului cu un punct de pe axa miscarii descrie o suprafata numita
elicoidala sau elicoid ([26], [27], [29]).
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Se considera un corp solid rigid (S) raportat la un reper triortogonal OXY Z. Repe-
rul mobil se considera astfel incat axele QZ’ si OZ sa coincida (Figura V.13):

QZ =0Z = (A). (5.166)

Figura V.13. Miscarea elicoidala

Migcarea elicoidala a corpului (S) pe axa fixa (A) prezinta doua grade de libertate:
corpul se poate roti in jurul axei OZ si se poate transla pe aceeasi axa. Gradele de
libertate se exprima analitic prin cota originii mobile in reperul de referinta (z¢), primele
doua coordonate fiind nule si prin unghiul de pozitie dintre axa fixa OX si axa mobila
QX', notat .

Miscarea elicoidala a corpului (S) este complet determinata daca se cunosc in orice
moment cota polului ) in reperul de referinta si unghiul de rotatie. Ecuatiile para-
metrice ale migcarii sunt:

29 = 2q(t), p=(t), tE€ [t ], (5.167)

unde t, este momentul initial si ¢; momentul final al miscarii, numite si parametri
cinematict de ordinul zero.

Functiile (5.167) satisfac aceleasi conditii ca functiile (5.99).

Viteza polului @) §i viteza unghiulara se definesc ca in cazul miscarii de translatie
(prima relatie (5.102)), respectiv rotatie in jurul unei axe fixe (prima relatie (5.107)) si
constituie parametrii cinematict de ordinul intau:

To=ig-k=4g -k, w=pk=¢pk. (5.168)

Acceleratia polului @ si acceleratia unghiulara se definesc prin a doua relatie (5.102),
respectiv a doua relatie (5.107) si constituie parametrii cinematici de ordinul doi:

g =g -k=30-k', e=pk=¢k’ (5.169)
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Relatiile de legatura intre versorii reperului mobil si versorii reperului fix sunt ace-
leasi ca in cazul migcarii de rotatie in jurul unei axe fixe, relatiile (5.108), respectiv
(5.136).

Se considera un punct oarecare P apartinand corpului (S) in migcare elicoidala.
Vectorul de pozitie al punctului P in reperul mobil este:

F=QP=a -7 +y -7 +7 k, (5.170)

unde (2/,y/, 2’) sunt coordonatele in reperul QX'Y’'Z".
Vectorul de pozitie al punctului P in reperul fix este dat de relatia (legea de variatie
a coordonatelor la translatia axelor):

T=0P=0Q+QP =7q+T7, (5.171)

unde s-a notat vectorul de pozitie al originii mobile in reperul de referinta.
Viteza punctului P este definita de relatia (5.13) in care se inlocuieste (5.171):
dr drq  dr dr’

%— dt +E:UQ+E, (5.172)

U=

unde s-a inlocuit derivata vectorului de pozitie al originii mobile cu viteza, conform
definitiei.
Conform cu (5.111), (5.114) si (5.172), viteza punctului P este

T=Tg+WXT. (5.173)

Relatia (5.173) reprezinta formula vitezei in miscarea elicoidala.
Conform (5.114), (5.115), primei relatii (5.168) si (5.173), componentele vitezei pe
axele reperului mobil sunt:

G=—goyf, vy=poa, vi=iq (5.171)

Conform (5.114), (5.116), primei relatii (5.168) si (5.173), componentele vitezei pe
axele reperului fix sunt:

vy = —pax-sinp—py - cosp,
v, = o 5.175
v, = ¢a'-cosp—py -sing e ( )
Modulul vitezei este
[0 = 2 + w2 4+ 02 = [ + y?) + 3. (5.176)

Acceleratia punctului P este definita de relatia (5.16), in care se inlocuieste (5.173):

v d,_ . _ d, _
%_E(UQ+WXT)_GQ+E(WXT)’ (5.177)

a =

unde s-a inlocuit derivata vitezei polului mobil cu acceleratia, conform definitiei.
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Conform cu (5.118), (5.121) si (5.177), acceleratia punctului P este
G=Tg+EXT +wWx (WxT7). (5.178)

Relatia (5.178) reprezinta formula acceleratiei in migcarea elicoidala.

Pentru formulele (5.173) si (5.178) este valabila Observatia 5.13.

Conform (5.121), (5.122), primei relatii (5.169) si (5.178), componentele acceleratiei
pe axele reperului mobil sunt:

a;? = _@2 ZL', - @y/a a;/ = @I/ - ¢2 y/’ CL; = ZQ (5179)

Conform (5.121), (5.124), primei relatii (5.169) si (5.178), componentele acceleratiei
pe axele reperului fix sunt:

a, = —(P*' +@y)cosp— (P’ —@*y)sing
ay = —(P*2'+¢y)sing+ (2’ —@*y)cosg, (5.180)
a, = ZQ

Modulul acceleratiei este

al = \/a?+a]+a?,
(5.181)

al = @ By (B -y 2.

In miscarea elicoidala campurile de viteze si de acceleratii sunt date de relatiile
(5.173) si (5.178):

(5.182)

S]]

T o= To+wxT,
P L
= A +eXT +wx (WxT7),

unde viteza polului mobil si viteza unghiulara sunt date de (5.168) cu (5.167), acceleratia
polului mobil si acceleratia unghiulara sunt date de (5.169) cu (5.167), iar vectorul de
pozitie al punctului P in reperul mobil este definit in (5.170):

-/

=2 i 4y-T+7k (5.183)

Ca si in cazul migcarii de rotatie in jurul unei axe fixe, viteza si acceleratia se pot
exprima prin relatiile:
P {

unde 7, este componenta normala pe axa miscarii a vectorului de pozitie al punctului
P cu primele doua coordonate in reperul mobil:

S
I

To+w X T,
N (5.184)

2 =/
[

S
Il

g +EXT, —w

o= ity 7. (5.185)
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Observatia 5.16 Formulele (5.182) sunt general valabile in cinematica corpului solid
rigid. Sunt cunoscute in literatura de specialitate ca formulele lui Euler. Formulele
(5.184) sunt specifice migcarii elicoidale.

Observatia 5.17 In miscarea elicoidala, traiectoriile punctelor sunt elici cilindrice cir-
culare avand raza egala cu distanta de la punct la axa miscarii.

Observatia 5.18 Un caz particular al miscarii elicoidale este miscarea de surub, atunci
cand intre parametrii miscarii (z¢ si ) exista o dependenta liniara

P
29 = — ¢+ 2, 5.186
Q=g ¥t (5.186)
unde p si zp sunt constante reale.
Miscarea de surub are un singur grad de libertate si este miscarea cuplei cinematice

surub—piulita (IV.2.3).
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