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I
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I.8. Momentul polar al unui vector alunecător . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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II.2. Rezultanta şi momentul rezultant al unui sistem de vectori alunecători . 34
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V.1.4. Traiectoria, viteza şi acceleraţia ı̂n coordonate sferice . . . . . . 111
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INTRODUCERE

Mecanica este acea ştiinţă a naturii care studiază forma cea mai simplă de mişcare
a materiei, mişcarea mecanică.

Materia, mişcarea, spaţiul şi timpul fac parte dintre conceptele cele mai generale ale
cunoaşterii umane şi sunt noţiuni utilizate ı̂n ştiinţă.

Materia este ceva dat, care există independent de observator şi reprezintă reali-
tatea percepută de observator. Proprietatea fundamentală a materiei este mişcarea, un
fenomen care are loc ı̂n spaţiu şi ı̂n timp. Materia există numai ı̂n forme şi realităţi
concrete.

Prima modalitate de existenţă a materiei este substanţa. Substanţa are o structu-
ră discretă, fiind formată din particule (molecule, atomi, electroni, protoni, neutroni).
Substanţa poate exista ı̂n diferite stări: solidă, lichidă, fluidă, plasmă. În cazul sub-
stanţei ı̂n stare solidă se introduce noţiunea de corp solid. Substanţa ı̂n stare lichidă
sau fluidă este desemnată doar prin cantitate şi volum, fără a prezenta caracteristici de
formă.

O altă modalitate de existenţă a materiei este cea a câmpurilor fizice de natură
gravitaţională, electrică sau magnetică. Această formă de existenţă a materiei a fost
observată relativ recent (sec. XVIII). Câmpul fizic este conceput ca un mediu material
continuu, diferit de substanţă. Aspectul cantitativ este dat de intensitatea câmpului,
care este ı̂n legătură cu densitatea de energie.

Mişcarea este forma de manifestare a materiei ı̂n Univers. Mişcarea are un caracter
relativ deoarece depinde de observator. Mişcarea mecanică raportată la un sistem de
referinţă fix (adică un sistem legat de un corp fix) se numeşte mişcare absolută, iar
mişcarea raportată la un sistem de referinţă mobil se numeşte mişcare relativă. Deoarece
ı̂n Univers nu există corpuri fixe, rezultă că mişcarea mecanică are un caracter relativ.

Repaosul este starea unui corp sau a unui sistem de corpuri a cărui poziţie raportată
la un anumit sistem de referinţă rămâne neschimbată ı̂n timp. Repaosul este un caz
particular al mişcării şi are un caracter relativ ca şi aceasta.

Mişcarea materiei este un fenomen care are loc ı̂n spaţiu şi ı̂n timp. Spaţiul şi
timpul sunt forme fundamentale de existenţă a materiei. Spaţiul este o reprezentare
generalizată a dimensiunilor corpurilor şi a distanţelor dintre acestea. Timpul este
măsura generalizată a intervalului dintre evenimente şi a duratei evenimentelor.
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Studiul ştiinţific al materiei nu se poate face cuprinzând toate aspectele concrete
de manifestare, deoarece numărul acestora este foarte mare. Fiecare ramură a ştiinţei
cercetează aspecte specifice unor nivele relativ distincte de organizare a materiei.

Obiectul mecanicii

Deosebirea şi clasificarea formelor de mişcare ale materiei este o operaţie de modelare,
adică de simplificare a realităţii prin considerarea anumitor aspecte şi neglijarea altora,
ı̂n funcţie de subiectul studiului. Există cel puţin cinci forme fundamentale ale mişcării
materiei: mecanică, fizică, chimică, biologică şi socială.

Această clasificare a formelor de mişcare stă la baza clasificării corespunzătoare a
ştiinţelor.

Primele aspecte ale mişcării materiei care au fost observate şi studiate sunt şi cele
mai simple. Acestea se referă la deplasările relative ale corpurilor de dimensiuni ob-
servabile (macroscopice) şi fac parte din mişcarea mecanică. Mişcarea mecanică este
cea mai simplă formă de mişcare a materiei şi reprezintă deplasarea materiei ı̂n spaţiu
şi ı̂n timp fără a se considera modificările calitative ale materiei aflate ı̂n mişcare.

Mecanica este ştiinţa fundamentală a naturii care studiază mişcarea mecanică, cea
mai simplă formă de mişcare a materiei. Mecanica este prima dintre ştiinţele na-
turii, alături de fizică, care utilizează ı̂n cel mai ı̂nalt grad metodele matematice de
investigaţie, ı̂n completare cu metodele experimentale.

Mecanica, considerată ca ştiinţă a mişcării mecanice, prezintă mai multe diviziuni:
mecanica generală sau clasică, mecanica fluidelor, mecanica relativistă, mecanica cuan-
tică, astronomia.

Obiectul prezentului curs este mecanica generală, numită şi mecanică clasică.
Prin aceasta se ı̂nţelege mecanica fundamentată de Galileo Galilei (1564-1642) şi Isaac
Newton (1643-1727).

Mecanica generală studiază forma cea mai simplă de mişcare, adică deplasarea
ı̂n spaţiu şi ı̂n timp a corpurilor sub influenţa interacţiunilor reciproce dintre aces-
tea. Interacţiunile dintre corpuri sunt apreciate prin forţe: forţe de greutate, forţe de
inerţie, forţe de legătură, forţe motoare aplicate corpurilor etc. Forţele luate ı̂n consi-
derare ı̂n mecanica clasică (mecanica newtoniană) sunt cu precădere forţele de natură
gravitaţională şi inerţială.

Gravitaţia şi inerţia sunt două dintre proprietăţile cele mai importante ale materiei.

Gravitaţia reprezintă proprietatea corpurilor de a se atrage reciproc.

Inerţia reprezintă proprietatea corpurilor de a-şi conserva starea de repaos sau starea
de translaţie rectilinie şi uniformă şi opoziţia corpurilor la tendinţele de modificare ale
acestor stări.

În mecanica clasică se consideră corpurile alcătuite numai din substanţă, făcând
abstracţie de câmpul propriu. Spaţiul este tridimensional şi euclidian, adică drept.
Timpul este unidimensional şi apreciază evenimentele şi fenomenele ı̂n ordinea produ-
cerii acestora.
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Studiul mişcării mecanice implică raportarea la un sistem de referinţă, adică un
corp luat ca reper. Mişcarea mecanică raportată la un sistem de referinţă fix (un sistem
legat de un corp fix) se numeşte mişcare absolută, iar mişcarea raportată la un sistem
de referinţă mobil se numeşte mişcare relativă.

Repaosul este starea unui corp sau a unui sistem de corpuri a cărui poziţie ı̂n ra-
port cu un anumit sistem de referinţă este neschimbată ı̂n timp. Repaosul este un caz
particular de mişcare şi are un caracter relativ ca şi aceasta.

Noţiuni fundamentale ı̂n mecanică

Conceptele fundamentale ı̂n mecanica clasică sunt masa, spaţiul şi timpul.

Masa este o noţiune caracteristică care măsoară două dintre cele mai importante
proprietăţi ale materiei: proprietatea de a produce câmp gravitaţional şi proprieta-
tea de inerţie. Gravitaţia este proprietatea corpurilor de a se atrage reciproc. Inerţia
este proprietatea materiei sub formă de substanţă de a-şi conserva starea de mişcare
mecanică pe care o are la un moment dat. Masa unui corp este măsura inerţiei sale ı̂n
mişcare de translaţie rectilinie şi uniformă.

Spaţiul este o reprezentare generalizată a dimensiunilor corpurilor, a poziţiilor re-
ciproce şi a distanţelor dintre acestea. Spaţiul este tridimensional, infinit şi continuu,
adică din orice punct al spaţiului se pot duce trei drepte reciproc perpendiculare. În
mecanica clasică spaţiul este considerat omogen şi izotrop, adică diferite porţiuni ale
sale nu se deosebesc unele de altele.

Timpul reprezintă imaginea generalizată a intervalelor dintre evenimente şi a du-
ratei evenimentelor. Timpul este conceput ca un parametru continuu unidimensional
care se consumă ı̂ntr-un singur sens (este ireversibil), fără nici o legătură cu observa-
torul, fiind nelimitat.

În mecanica clasică, noţiunile fundamentale de masă, spaţiu şi timp sunt conside-
rate independente una de alta, având proprietăţi absolute. De exemplu, dacă două
evenimente sunt simultane pentru un observator situat ı̂ntr-un sistem de referinţă,
acestea vor fi simultane şi pentru alt observator din alt sistem de referinţă, indiferent
de mişcarea sistemelor.

Modele simplificatoare ale mecanicii

Noţiunea de sistem material ca obiect de studiu al mecanicii clasice poate să cuprindă
unul sau mai multe corpuri macroscopice solide. Aceste corpuri sunt reprezentate
schematic sub forma unor modele mecanice care conţin proprietăţile esenţiale din punct
de vedere al mişcării mecanice. În mecanica clasică nu se ţine seama de structura dis-
cretă a corpurilor, ci doar de masa acestora şi de forma geometrică şi eventual de unele
proprietăţi cum ar fi rigiditatea sau elasticitatea. Corpul material este modelul mecanic
prin care se reprezintă o masă finită (m), masa corpului, distribuită ı̂n mod continuu
ı̂ntr-un volum finit (V ), volumul corpului.
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Corpul solid rigid (rigidul) este un model de bază al mecanicii clasice, care neglijează
deformaţiile corpului când acestea sunt relativ mici şi nu sunt relevante ı̂n studiul
mişcării mecanice.

Corpurile materiale studiate, deformabile sau rigide, se prezintă sub forme parti-
culare, având denumiri şi reprezentări adecvate. În cazul cel mai general, corpurile
materiale sunt tridimensionale, având un volum finit V şi o masă finită m, distribuită
ı̂n acel volum.

Dacă una dintre dimensiunile corpului este relativ mică ı̂n raport cu celelalte două şi
poate fi neglijată, corpul se prezintă prin modelul denumit suprafaţă materială, care are
o arie finită A şi o masă finită m, distribuită pe acea suprafaţă. Suprafeţele materiale
pot fi plăci, dacă opun rezistenţă la schimbarea formei, sau membrane, dacă rezistenţa
opusă la schimbarea formei este neglijabilă. Modelul de placă ı̂şi conservă masa, forma
şi aria, iar modelul de membrană ı̂şi conservă numai masa.

Dacă două dintre dimensiunile corpului sunt relativ mici ı̂n raport cu cea de-a treia
şi pot fi neglijate, corpul se prezintă prin modelul denumit linie materială, care are o
lungime finită ` şi o masă finită m, distribuită pe acea linie. Liniile materiale pot fi bare,
dacă opun rezistenţă la schimbarea formei, sau fire, dacă rezistenţa opusă la schimbarea
formei este neglijabilă. Modelul de bară ı̂şi conservă masa, forma şi lungimea, iar mo-
delul de fir ı̂şi conservă numai masa şi lungimea, dacă firul este considerat inextensibil
(nu se ı̂ntinde).

Dacă toate cele trei dimensiuni ale corpului sunt relativ mici, corpul se reprezintă
prin modelul de punct material.

Punctul material este un alt model de bază al mecanicii clasice prin care se loca-
lizează o masă ı̂ntr-un anumit punct al spaţiului tridimensional. Se face observaţia
că pentru asimilarea unui corp cu un punct material nu dimensiunile corpului sunt
importante, ci contextul problemei. Dacă forma şi dimensiunile corpului nu intervin
ı̂n studiul mişcării mecanice, atunci corpul poate fi reprezentat prin modelul de punct
material. Dacă corpul care se reprezintă printr-un punct material are dimensiuni finite,
masa punctului material este, de asemenea, finită.

Un corp material de dimensiuni finite poate fi asimilat cu un sistem de puncte
materiale infinite ca număr, deoarece masa corpului este infinit divizibilă odată cu
spaţiul pe care ı̂l ocupă (volumul corpului).

Volumul şi masa unui astfel de punct material sunt infinit mici (dV şi dm) şi sunt
legate prin relaţia

dm = ρ · dV, (∗)

unde ρ este densitatea corpului ı̂n punctul respectiv.

Mărimile fizice ale mecanicii clasice

O mărime fizică este o caracteristică a unui corp material sau a unui proces fizic care
oferă informaţii cantitative asupra subiectului. Exemple de mărimi fizice care oferă
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informaţii despre un corp material: masa, dimensiunile, temperatura, sarcina electrică.
Exemple de mărimi fizice care oferă informaţii despre un proces fizic: viteza, acceleraţia,
energia cinetică, lucrul mecanic. Toate mărimile fizice au unităţi de măsură, fiind
exprimate printr-un număr (real) urmat de unităţile de măsură respective.

Deoarece noţiunile fundamentale ale mecanicii clasice sunt masa, spaţiul şi timpul,
unităţile de măsură fundamentale sunt kilogramul, metrul şi secunda.

Toate mărimile fizice ale mecanicii clasice au unităţi de măsură care se exprimă ı̂n
funcţie de unităţile de măsură fundamentale. Mărimile fizice care au alte unităţi de
măsură sunt temperatura şi mărimile fizice de natură electrică şi magnetică.

De exemplu, viteza se măsoară ı̂n metri pe secundă 〈m/s〉, iar acceleraţia ı̂n metri
pe secundă la pătrat 〈m/s2〉.

Forţa se măsoară ı̂n newtoni 〈N〉 pentru care avem relaţia

1N = 1 kg ·m/s2,

unitate de măsură datorată lui Isaac Newton (1643-1727).
Lucrul mecanic şi energia se măsoară ı̂n jouli 〈J〉 pentru care avem relaţia

1J = 1N ·m = 1 kg ·m2/s2,

unitate de măsură datorată lui James Prescott Joule (1818-1889).
Pentru a defini o mărime fizică este necesar să se precizeze numărul care reprezintă

valoarea sa măsurată şi unitatea de măsură.

Unele mărimi fizice sunt complet definite ı̂n acest mod, de exemplu masa corpurilor,
durata fenomenelor, temperatura corpurilor etc. Aceste mărimi fizice se numesc mărimi
scalare (scalari).

Alte mărimi fizice, pentru a fi complet definite, pe lângă valoarea măsurată şi uni-
tatea de măsură, trebuie să se precizeze şi orientarea ı̂n spaţiu: direcţia şi sensul, uneori
şi punctul de aplicaţie. Aceste mărimi fizice se numesc mărimi vectoriale (vectori).

Ca exemple de mărimi fizice vectoriale se dau: forţa, viteza, acceleraţia etc.

O mărime fizică vectorială se defineşte printr-un vector şi prin unitatea de măsură.
Vectorul care exprimă mărimea fizică vectorială se defineşte prin trei proprietăţi: valoare
numerică, direcţie şi sens. A patra proprietate este punctul de aplicaţie, care trebuie
precizat ı̂n anumite cazuri: viteze şi acceleraţii, forţe care acţionează asupra corpurilor
elastice etc.

Principala mărime fizică vectorială ı̂n mecanica clasică este forţa, ca măsură a
interacţiunii dintre corpuri. Forţele luate ı̂n considerare ı̂n mecanica clasică sunt forţele
de natură gravitaţională şi inerţială, neglijând aspectele electrice şi magnetice ale feno-
menelor şi procesele de dilatare termică. În particular, mai pot fi considerate şi forţe
de altă natură, de exemplu forţe elastice.

Celelalte mărimi fizice vectoriale din mecanica clasică sunt mărimi rezultate din forţe
(care se pot exprima ı̂n funcţie de o forţă), cum sunt acceleraţia, viteza, impulsul etc.
Există şi mărimi fizice vectoriale independente de forţă, care se pot defini ı̂n absenţa
unei forţe, cum sunt inducţia câmpului magnetic şi intensitatea câmpului electric.
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Modul de notare al unei mărimi vectoriale (vector) trebuie să permită distingerea de
o mărime scalară (scalar). Astfel, vectorul se va nota cu o literă cu o săgeată deasupra

(
−→
F ,~a,~v), sau cu două litere mari cu o săgeată deasupra (

−→
AB,
−→
OA,
−−→
OB), prima literă

indicând originea (punctul de aplicaţie), iar a doua literă vârful vectorului, care dă
valoarea numerică a acestuia.
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Capitolul I

ELEMENTE DE CALCUL VECTORIAL
ÎN MECANICA CLASICĂ

I.1. Clasificarea mărimilor fizice vectoriale

Aşa cum s-a mai menţionat, o mărime fizică vectorială se defineşte prin trei pro-
prietăţi: valoare numerică, direcţie şi sens.

Direcţia unui vector este o dreaptă din domeniul spaţial de existenţă al vectorului
care este paralelă cu vectorul. Dreapta care este coliniară cu vectorul, adică dreapta
care se obţine prelungind vectorul dincolo de origine şi de vârf, se numeşte dreaptă
suport.

Reprezentarea grafică a unui vector este dată ı̂n figura următoarea, unde notaţiile
reprezintă :

u v

P
(   )

~v – mărime fizică vectorială (vector)

(∆) – dreaptă suport (axa vectorului)

P – punct de aplicaţie

~u – versorul axei (∆)

Se numeşte versor al axei (∆) un vector ~u a cărui lungime este egală cu unitatea de
măsură a vectorului ~v. Versorul ~u precizează un sens pozitiv pe axa (∆). Dacă vectorul
~v are acelaşi sens cu ~u, valoarea sa algebrică este pozitivă, dacă are sens contrar cu ~u
valoarea algebrică este negativă.

Între vectorul ~v şi versorul axei sale se scriu relaţiile

~v = v · ~u sau ~u =
1

v
~v, (1.1)

unde v este valoarea algebrică a vectorului.
Prin modulul vectorului se ı̂nţelege modulul valorii sale algebrice, un număr pozitiv

egal cu lungimea vectorului raportată la unitatea de măsură. Se notează |~v|.
Versorul vectorului ~v se defineşte prin relaţia

~uv =
~v

|~v|
· (1.2)
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Între versorul axei (∆) şi versorul vectorului ~v avem relaţia

~uv = ~u, dacă v > 0,

~uv = −~u, dacă v < 0.
(1.3)

Înlocuind noţiunea de valoare numerică cu modulul şi noţiunea de direcţie cu dreapta
suport, se poate afirma că un vector se defineşte prin trei proprietăţi: modul, dreapta
suport şi sens.

În mecanica clasică se definesc următoarele categorii (clase) de vectori:

1. vectori liberi, a căror dreaptă suport poate ocupa orice poziţie ı̂n spaţiu, paralelă
cu direcţia dată, punctul de aplicaţie nefiind precizat;

2. vectori alunecători, a căror dreaptă suport este fixă ı̂n spaţiu şi punctul de aplicaţie
este liber pe dreapta suport;

3. vectori legaţi, a căror dreaptă suport este fixă ı̂n spaţiu şi punctul de aplicaţie
este fixat pe dreapta suport.

Se pot da exemple fizice (mărimi fizice vectoriale) corespunzătoare fiecărei categorii
de vectori.

Mărimile fizice vectoriale care exprimă intensitatea câmpurilor fizice sunt exemple
de vectori liberi.

Acceleraţia gravitaţională ~g, adică intensitatea câmpului gravitaţional terestru, se
prezintă ca vector liber ı̂ntr-un spaţiu cilindric vertical având ca bază o suprafaţă teres-
tră suficient de mică pentru a neglija curbura Pământului. Are valoarea g = 9, 8 m/s2,
direcţia verticală şi sensul ı̂n jos.

Intensitatea câmpului electric
−→
E se prezintă ca vector liber ı̂ntr-un spaţiu cilindric

având ca baze plăcile unui condensator ı̂ncărcat electric. Se măsoară ı̂n volţi pe metru
〈V/m〉 şi are sensul de la placa ı̂ncărcată pozitiv la placa ı̂ncărcată negativ.

Inducţia câmpului magnetic
−→
B se prezintă ca vector liber ı̂ntr-un spaţiu cilindric

având ca baze polii nord (N) şi sud (S) ai unui magnet sau electromagnet. Se măsoară
ı̂n tesla 〈T 〉, unitate de măsură datorată lui Nikola Tesla (1856-1943), şi are sensul de
la polul N la polul S.

Ca exemple de vectori alunecători se pot da forţele care acţionează asupra corpurilor
solide rigide (nedeformabile) şi forţa de tensiune dintr-un fir ı̂ntins, dacă firul este
inextensibil.

Ca exemplu de vectori legaţi, adică vectori la care trebuie precizat punctul de
aplicaţie, se dau viteza şi acceleraţia unui punct material ı̂n mişcare, forţa de greu-
tate a unui corp solid, care are punctul de aplicaţie ı̂n centrul de greutate, forţele care
acţionează asupra corpurilor solide elastice etc.
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I.2. Principiile mecanicii clasice

Principiile mecanicii clasice, numite şi axiome, sunt enunţuri ce nu pot fi demonstra-
te complet pe cale teoretică sau experimentală, fiind adevăruri necesare construirii unor
teorii compatibile cu experienţele şi observaţiile asupra naturii.

Principiile mecanicii clasice au fost formulate prima dată de către Isaac Newton, de
aceea se mai numesc principiile mecanicii newtoniene.

În anul 1686 (5 iulie), Isaac Newton a publicat lucrarea Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica ı̂n care a prezentat ideile sale şi ale predecesorilor săi, ı̂n special
ale lui Galileo Galilei. În această lucrare sunt prezentate trei principii fundamentale
ale mecanicii, numite axiome sau legile mişcării:

1. Orice corp ı̂şi păstrează starea de repaos sau starea de mişcare uniformă ı̂n linie
dreaptă, dacă nu este constrâns de forţe imprimate să-şi schimbe starea.

2. Variaţia mişcării este proporţională cu forţa motoare imprimată şi este dirijată
după linia dreaptă ı̂n lungul căreia este imprimată forţa.

3. Reacţiunea este totdeauna contrară şi egală cu acţiunea sau acţiunile reciproce a
două corpuri sunt totdeauna egale şi dirijate ı̂n sensuri contrare.

La aceste axiome, Newton a mai adăugat şase corolare, dintre care se prezintă două:

Corolarul 1. Un corp sub acţiunea a două forţe unite descrie diagonala unui parale-
logram ı̂n acelaşi timp ı̂n care ar descrie laturile sub acţiunile separate ale forţelor.

Corolarul 5. Mişcările corpurilor ı̂nchise ı̂ntr-un spaţiu dat sunt aceleaşi ı̂ntre ele, fie
că acel spaţiu se află ı̂n repaos, fie că se mişcă rectiliniu şi uniform, fără mişcare de
rotaţie.

În aceste enunţuri, prin mişcare uniformă se ı̂nţelege mişcare cu viteză constantă,
iar prin variaţia mişcării se ı̂nţelege acceleraţia.

Mai târziu, denumirea de corp, folosită de Newton ı̂n formularea legilor mişcării a
fost ı̂nlocuită cu cea de punct material, noţiune introdusă de Leonhard Euler (1707-
1783). Corolarul 1, cunoscut mai ales sub numele de regula paralelogramului, nu se
poate deduce din primele trei legi (axiome) şi a fost introdus ulterior ı̂n rândul acestora
sub denumirea de principiul paralelogramului sau principiul acţiunii forţelor.

În prezent, sunt acceptate patru principii fundamentale ale mecanicii clasice (new-
toniene) pentru care se dau următoarele formulări:

1. Principiul inerţiei. Un corp ı̂şi păstrează starea de repaos sau de translaţie rec-
tilinie şi uniformă atât timp cât asupra sa nu acţionează nici o forţă.

2. Principiul acţiunii forţei. O forţă imprimă unui punct material o acceleraţie egală
cu raportul dintre forţă şi masa punctului material.

3. Principiul acţiunii şi reacţiunii. În cazul interacţiunii a două corpuri aflate ı̂n
contact, forţa cu care primul corp acţionează asupra celui de-al doilea este egală
ı̂n modul, pe acelaşi suport şi ı̂n sens contrar forţei cu care cel de-al doilea corp
acţionează asupra primului.



14

4. Principiul paralelogramului forţelor. Acţiunea a două forţe asupra unui punct
material poate fi ı̂nlocuită printr-o singură forţă care acţionează pe diagonala
paralelogramului format de cele două forţe.

Se face observaţia că formularea primului principiu (principiul inerţiei) este rela-
tivă, deoarece starea de repaos sau de mişcare rectilinie şi uniformă depinde de starea
sistemului de referinţă. În conformitate cu acest principiu, un reper aflat ı̂n mişcare
rectilinie şi uniformă se numeşte reper inerţial.

Principiul al doilea, care se mai numeşte principiul coliniarităţii forţei cu acceleraţia,
se exprimă prin relaţia −→

F = m~a, (1.4)

denumită ecuaţia fundamentală a mecanicii, unde
−→
F este forţa care acţionează asupra

punctului material de masă m şi ~a este acceleraţia.
Se menţionează că regula paralelogramului pentru compunerea forţelor este cunos-

cută din antichitate, dar enunţul riguros a fost dat de Simon Stevin (1548-1620), Pierre
Varignon (1654-1722) şi Isaac Newton.

I.3. Operaţii definite pe mulţimea vectorilor liberi

La cursurile de matematică s-a arătat că spaţiul tridimensional al geometriei ele-
mentare, construit axiomatic pe baza noţiunilor de punct, dreaptă şi plan, admite o
structură de spaţiu euclidian, fiind omogen, izotrop şi infinit. Spaţiul euclidian tridi-
mensional se notează E3. Un vector liber ~v este definit ca segment orientat ı̂n spaţiul E3:

~v =
−→
AB, (1.5)

cu observaţia că punctele A şi B pot ocupa orice poziţii ı̂n spaţiul E3, ı̂n condiţiile ı̂n
care mărimea, direcţia şi sensul rămân aceleaşi.

Mulţimea vectorilor liberi din spaţiul E3, notată V3, prezintă o structură de spaţiu
vectorial. Mulţimea V3 este un grup algebric abelian pe care s-au definit operaţiile de
adunare şi de ı̂nmulţire cu un scalar ([10], [15]).

Dacă ~v1, ~v2 şi ~v sunt vectori aparţinând mulţimii V3 şi λ este un număr real, atunci
vectorii ~s şi ~w aparţin, de asemenea, mulţimii V3:

~s = ~v1 + ~v2 (1.6)

~w = λ~v, λ ∈ R. (1.7)

Avem
~v +
−→
0 = ~v şi 1 · ~v = ~v, (1.8)

unde
−→
0 este elementul neutru la adunare şi 1 este elementul neutru la ı̂nmulţire.

Vectorul sumă ~s este dat de regula paralelogramului, enunţată anterior ca principiu
al mecanicii clasice, iar vectorul produs ~w este un vector paralel cu vectorul factor ~v,
având acelaşi sens dacă scalarul λ este pozitiv şi sens contrar dacă λ este negativ.

Operaţiile definite pe mulţimea V3 prezintă următoarele proprietăţi.
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Operaţia de adunare a vectorilor liberi din V3 este comutativă şi asociativă:

~v1 + ~v2 = ~v2 + ~v1 (1.9)

(~v1 + ~v2) + ~v3 = ~v1 + (~v2 + ~v3), (1.10)

unde ~v3 este un alt vector din mulţimea V3.
Operaţia de ı̂nmulţire cu un scalar a vectorilor liberi din V3 este distributivă faţă de

adunare:
λ(~v1 + ~v2) = λ~v1 + λ~v2. (1.11)

Reprezentarea grafică a regulii paralelogramului la adunarea a doi vectori ~v1 şi ~v2

este dată ı̂n figura următoare.

V

V S S

1 V1

2 V2

Figura I.1. Adunarea vectorilor liberi

În figură s-a reprezentat şi varianta simplificată a regulii paralelogramului, numită
regula triunghiului.

Dacă se adună mai mulţi vectori liberi, regula triunghiului se extinde ı̂n regula
poligonului. Se reprezintă vectorii pe o linie poligonală după direcţiile acestora. Fiecare
vector, cu excepţia primului, are originea ı̂n vârful vectorului anterior. Vectorul sumă
~s se obţine unind originea primului vector cu vârful ultimului vector. Pentru adunarea
a trei vectori liberi avem

~s = ~v1 + ~v2 + ~v3. (1.12)

S

V1 V2

V3

Figura I.2. Adunarea vectorilor liberi cu regula poligonului

În legătură cu regula poligonului se fac următoarele observaţii:

1. Ordinea de adunare a vectorilor este arbitrară, deoarece adunarea este comutativă
şi asociativă. Pentru aceeaşi sumă se pot construi mai multe poligoane.

2. Denumirea de regula poligonului este improprie, deoarece suporturile vectorilor se
pot intersecta ı̂n mai multe puncte, caz ı̂n care suma este compusă din mai multe
poligoane. De asemenea, dacă vectorii adunaţi nu sunt coplanari, figura obţinută
nu este un poligon plan.
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Doi vectori liberi aparţinând mulţimii V3 se numesc opuşi dacă au acelaşi modul,
aceeaşi direcţie şi sensuri opuse (contrare). Opusul unui vector ~v este vectorul (−~v).

Dacă ~v1 şi ~v2 sunt vectori aparţinând mulţimii V3, operaţia de scădere a vectorului
~v2 din vectorul ~v1 este echivalentă cu adunarea vectorului ~v1 cu vectorul (−~v2):

~d = ~v1 − ~v2 = ~v1 + (−~v2). (1.13)

Reprezentarea grafică a regulii paralelogramului la scăderea vectorilor este dată ı̂n
figura următoare:

d

V1

V2

V2

Figura I.3. Scăderea vectorilor liberi

Vectorul diferenţă ~d se obţine unind vârful vectorului scăzut ~v2 cu vârful vectorului
descăzut ~v1.

Se face observaţia că scăderea vectorilor nu este o operaţie independentă, fiind tot
o adunare.

În afară de cele două operaţii care definesc structura de grup algebric abelian a
spaţiului vectorial V3 al vectorilor liberi, adunarea şi ı̂nmulţirea cu un scalar, se mai
definesc două operaţii. Acestea sunt produsul scalar şi produsul vectorial, care au fost
introduse din necesităţile de calcul ale mecanicii şi fizicii.

Pentru definirea acestor operaţii se consideră doi vectori ~v1 şi ~v2 aparţinând mulţi-
mii V3.

Produsul scalar al vectorilor ~v1 şi ~v2, notat ~v1 punct ~v2, este o mărime scalară egală
cu produsul modulelor celor doi vectori şi a cosinusului unghiului dintre aceştia:

~v1 · ~v2 = |~v1| · |~v2| · cos θ, (1.14)

unde s-a notat θ unghiul dintre vectorii ~v1 şi ~v2, θ = ∠) (~v1, ~v2).
Produsul vectorial al vectorilor ~v1 şi ~v2, notat ~v1 ori ~v2, este un vector ~p:

~p = ~u1 × ~v2, (1.15)

definit prin următoarele proprietăţi:

– modulul este egal cu produsul modulelor celor doi vectori şi a sinusului unghiului
dintre aceştia,

|~p| = |~v1| · |~v2| · sin θ, θ ∈ [0◦, 180◦]; (1.16)

– direcţia este perpendiculară pe planul determinat de cei doi vectori, consideraţi
cu originea ı̂n acelaşi punct,

~p ⊥ ~v1, ~p ⊥ ~v2; (1.17)
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– sensul este dat de regula burghiului drept sau regula mâinii drepte, adică diedrul
(~v1, ~v2, ~p) este drept orientat, la fel ca reperul triortogonal OXY Z.

Regula burghiului are următorul enunţ:

Se orientează burghiul perpendicular pe planul vectorilor şi se roteşte astfel
ca primul vector al produsului (~v1) să se suprapună pe al doilea vector (~v2)
printr-o rotaţie de unghi minim; sensul de ı̂naintare al burghiului dă sensul
vectorului produs ~p.

Operaţiile de ı̂nmulţire scalară şi de ı̂nmulţire vectorială prezintă următoarele pro-
prietăţi.

Produsul scalar este comutativ şi distributiv ı̂n raport cu adunarea vectorilor:

~v1 · ~v2 = ~v2 · ~v1 (1.18)

~v1 · (~v2 + ~v3) = ~v1 · ~v2 + ~v1 · ~v3, (1.19)

unde ~v3 este un alt vector din mulţimea V3.
Produsul vectorial este anticomutativ şi distributiv ı̂n raport cu adunarea vectorilor:

~v1 × ~v2 = −~v2 × ~v1 (1.20)

~v1 × (~v2 + ~v3) = ~v1 × ~v2 + ~v1 × ~v3, (1.21)

unde ~v3 este un alt vector din mulţimea V3.
În legătură cu produsul scalar şi produsul vectorial se fac următoarele observaţii:
Dacă produsul scalar a doi vectori este nul, vectorii sunt perpendiculari:

~v1 · ~v2 = 0←→ ~v1 ⊥ ~v2. (1.22)

Dacă produsul vectorial a doi vectori este nul, vectorii sunt paraleli:

~v1 × ~v2 =
−→
0 ←→ ~v1 ‖ ~v2. (1.23)

Un vector ı̂nmulţit scalar cu el ı̂nsuşi este egal cu pătratul modulului său. Un vector
ı̂nmulţit vectorial cu el ı̂nsuşi este egal cu zero (vectorul zero):

~v · ~v = |~v|2, ~v × ~v =
−→
0 . (1.24)

În plus faţă de cele patru operaţii de bază definite pe mulţimea vectorilor liberi
V3, se mai definesc două operaţii compuse. Pentru aceasta, se consideră trei vectori
~v1, ~v2, ~v3 aparţinând mulţimii V3.

Dublul produs vectorial a trei vectori este un vector ~q definit prin relaţia

~q = ~v1 × (~v2 × ~v3). (1.25)

Formula de descompunere a dublului produs vectorial este cunoscută de la cursul
de algebră ([5], [9]):

~q = (~v1 · ~v3)~v2 − (~v1 · ~v2)~v3. (1.26)
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Produsul mixt a trei vectori este o mărime scalară definită prin relaţia

(~v1 × ~v2) · ~v3 = ~p · ~v3, ~p = ~v1 × ~v2, (1.27)

unde ~p este produsul vectorial al vectorilor ~v1 şi ~v2.
Produsul mixt are aceeaşi valoare absolută, indiferent de ordinea factorilor. Dacă

se inversează doi factori, semnul produsului se schimbă:

(~v1 × ~v2) · ~v3 = −(~v1 × ~v3) · ~v2, (1.28)

(~v1 × ~v2) · ~v3 = −(~v3 × ~v2) · ~v1. (1.29)

Cele patru operaţii de bază cu vectori liberi, adunarea, ı̂nmulţirea cu un scalar,
produsul scalar şi produsul vectorial, la care se adaugă cele două operaţii compuse,
dublul produs vectorial şi produsul mixt, constituie baza calculului vectorial al mecanicii
şi al fizicii.

I.4. Proiecţia unui vector pe o axă

Se consideră un vector ~v şi o axă (∆) de versor ~u, |~u| = 1. Se notează θ unghiul
dintre vectorul ~v şi versorul ~u.

Se numeşte proiecţie a vectorului ~v pe axa (∆) mărimea scalară egală cu produsul
dintre modulul vectorului ~v şi cosinusul unghiului dintre vectorul ~v şi versorul ~u:

pr(∆) ~v = |~v| cos θ (1.30)

v

u

(   )

Figura I.4. Proiecţia unui vector pe o axă

Conform definiţiei produsului scalar, avem:

~v · ~u = |~v| · |~u| cos θ = |~v| cos θ, (1.31)

ceea ce permite scrierea egalităţii

pr(∆) ~v = ~v · ~u, (1.32)

deci proiecţia vectorului ~v pe axa (∆) este egală cu produsul scalar dintre vector şi
versorul axei.
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Observaţie. Proiecţia este pozitivă dacă unghiul θ este ascuţit şi negativă dacă unghiul
θ este obtuz. Dacă ~v ⊥ (∆), proiecţia este zero.

I.5. Expresia analitică a unui vector

Se numeşte bază ı̂n spaţiul vectorial V3 o mulţime compusă din trei vectori liniar
independenţi ([10], [15]):

B = {~e1, ~e2, ~e3}. (1.33)

La cursul de algebră s-a demonstrat că pentru orice vector ~v aparţinând mulţimii V3

există trei mărimi scalare a1, a2, a3, unic determinate, numite coordonatele vectorului
ı̂n baza B, pentru care avem

~v = a1 ~e1 + a2 ~e2 + a3 ~e3. (1.34)

Se consideră un reper triortogonal OXY Z ataşat spaţiului vectorial V3 şi se notează
~i,~j,~k versorii axelor de coordonate, vectori de modul egal cu unitatea care precizează
sensurile pozitive ale axelor OX,OY,OZ.

Versorii ~i,~j,~k constituie o bază ortonormată ı̂n spaţiul vectorial V3, adică avem:

|~i| = 1, |~j| = 1, |~k| = 1,

~i ·~j = 0, ~j · ~k = 0, ~i · ~k = 0.
(1.35)

Pentru orice vector ~v aparţinând mulţimii V3 se poate scrie expresia analitică ı̂n
reperul OXY Z sub forma

~v = vx~i+ vy~j + vz ~k, (1.36)

unde vx, vy, vz sunt coordonatele vectorului ı̂n baza ortonormată (~i,~j,~k).
Coordonatele vx, vy, vz se mai numesc componentele scalare ale vectorului ~v şi repre-

zintă proiecţiile vectorului pe axele de coordonate:

vx = ~v ·~i, vy = ~v ·~j, vz = ~v · ~k. (1.37)

Modulul vectorului este dat de relaţia

|~v| =
√
v2
x + v2

y + v2
z . (1.38)

V
0 Y

Z

X

V

V

V
x

z

y

Figura I.5. Descompunerea unui vector ı̂n baza ortonormată
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Componentele vectoriale ale vectorului ~v ı̂n baza ortonormată (~i,~j,~k) sunt

~vx = vx~i, ~vy = vy~j, ~vz = vz ~k, (1.39)

trei vectori coliniari cu axele de coordonate a căror adunare are ca rezultat vectorul ~v:

~v = ~vx + ~vy + ~vz. (1.40)

I.6. Extinderea operaţiilor cu vectori
de pe mulţimea vectorilor liberi

Toate cele patru operaţii de bază definite pe mulţimea vectorilor liberi se aplică şi
pentru celelalte două categorii de vectori, alunecători şi legaţi.

Înmulţirea cu un scalar este o operaţie care se aplică pentru toate categoriile de
vectori: liberi, alunecători şi legaţi. Rezultatul este un vector de aceeaşi natură, cu
unele excepţii. În mecanica clasică, rezultatul ı̂nmulţirii unui vector cu o mărime scalară
nu este neapărat un vector de aceeaşi natură (categorie). Ca exemplu se dă forţa de

greutate a unui corp solid,
−→
G = m~g, unde acceleraţia greavitaţională ~g este vector liber

şi greutatea
−→
G este vector legat de centrul de greutate.

Adunarea vectorilor este o operaţie care se aplică numai ı̂ntre vectori de aceeaşi
categorie. Se pot aduna doi sau mai mulţi vectori liberi, vectori alunecători cu suporturi
concurente (care se intersectează) ı̂n acelaşi punct sau vectori legaţi de acelaşi punct.
Rezultatul este un vector de aceeaşi natură: un vector liber, un vector alunecător al
cărui suport conţine punctul de concurenţă, respectiv un vector legat de acelaşi punct
ca vectorii adunaţi.

Există şi excepţii de la aceste reguli, impuse de necesităţile de calcul analitic. De
exemplu, suma a doi vectori alunecători cu suporturi neconcurente şi neparalele se
defineşte ı̂n mod convenţional ca vector liber ı̂n cazul calculării rezultantei a două forţe.
De asemenea, se defineşte şi suma vectorilor legaţi de puncte diferite, de exemplu, ı̂n
cazul calculării centrelor de greutate.

La adunarea vectorilor alunecători cu suporturi concurente ı̂n acelaşi punct şi a
vectorilor legaţi de acelaşi punct se aplică regula paralelogramului, respectiv regula
poligonului dacă se adună mai mult de doi vectori, ca şi la adunarea vectorilor liberi.

Punctul din care ı̂ncepe construcţia poligonului este punctul de concurenţă al su-
porturilor ı̂n cazul adunării vectorilor alunecători, respectiv punctul comun de aplicaţie
ı̂n cazul adunării vectorilor legaţi. Numai primul vector al sumei, ales arbitrar, este
pe suportul său, pentru ceilalţi vectori fiind construite suporturi paralele (suporturi
aparente). În afară de primul vector al poligonului, ceilalţi vectori sunt vectori echipolenţi
cu vectorii daţi, adică vectori paraleli, având acelaşi modul şi acelaşi sens.

Reprezentarea grafică a regulii poligonului la adunarea vectorilor alunecători con-
curenţi sau a vectorilor legaţi de acelaşi punct este dată ı̂n figura următoare:
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Figura I.6. Adunarea vectorilor alunecători concurenţi
sau a vectorilor legaţi cu regula poligonului

Pentru adunarea a trei vectori alunecători cu suporturi concurente sau a trei vectori
legaţi de acelaşi punct, vectorul sumă este

~s = ~v1 + ~v2 + ~v3, (1.41)

respectiv
~s = ~v1 + ~v′2 + ~v′3, (1.42)

unde ~v′2 este un vector paralel cu ~v2, având acelaşi modul şi acelaşi sens, iar ~v′3 este un
vector paralel cu ~v3, de acelaşi modul şi acelaşi sens.

Produsul scalar şi produsul vectorial sunt operaţii care se aplică ı̂ntre vectori de
aceeaşi categorie sau de categorii diferite. Rezultatul produsului scalar a doi vectori
este o mărime scalară, iar rezultatul produsului vectorial este un vector de aceeaşi
categorie (clasă) cu unul dintre vectorii factori.

I.7. Expresiile analitice ale operaţiilor cu vectori

Pentru a prezenta expresiile analitice ale operaţiilor cu vectori se consideră doi
vectori liberi ~a şi ~b aparţinând mulţimii V3. Se raportează aceşti vectori la un reper
triortogonal OXY Z cu versorii axelor de coordonate ~i,~j,~k, ataşat mulţimii V3.

Expresiile analitice ale vectorilor ~a şi ~b ı̂n reperul OXY Z sunt

~a = ax~i+ ay~j + az ~k, ~b = bx~ı + by~ + bz ~k, (1.43)

unde ax, ay, az sunt componentele scalare ale vectorului ~a, iar bx, by, bz sunt componen-

tele scalare ale vectorului ~b.
Operaţiile de bază ı̂n calculul vectorial sunt ı̂nmulţirea cu un scalar, adunarea,

produsul scalar şi produsul vectorial.

1. Înmulţirea cu un scalar. Prin ı̂nmulţirea vectorului ~a cu un scalar λ se obţine
vectorul ~v dat de relaţia

~v = λ~a, λ ∈ R, (1.44)

având aceeaşi direcţie cu vectorul ~a, acelaşi sens dacă λ este pozitiv, sens contrar dacă
λ este negativ.
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Relaţia ı̂ntre modulele vectorilor este

|~v| = |λ| · |~a| =

{
λ|~a|, pentru λ > 0,

−λ|~a|, pentru λ < 0.
(1.45)

Expresia analitică a vectorului produs este

~v = λ ax~i+ λ ay~j + λ az ~k, (1.46)

având componentele scalare

vx = λ ax, vy = λ ay, vz = λ az. (1.47)

2. Adunarea vectorilor. Prin adunarea vectorului ~a cu vectorul~b se obţine vectorul
sumă ~s dat de relaţia

~s = ~a+~b, (1.48)

care se obţine grafic prin regula paralelogramului.

V

V

P P
V V

S S2

2
1 1

Figura I.7. Regula paralelogramului la adunarea vectorilor

Observaţie. În cazul adunării vectorilor liberi punctul P este arbitrar, ı̂n cazul adunării
vectorilor alunecători concurenţi punctul P este punctul de intersecţie al suporturilor,
respectiv punctul de legătură ı̂n cazul adunării vectorilor legaţi.

Expresia analitică a vectorului sumă este

~s = (ax + bx)~i+ (ay + by)~j + (az + bz)~k, (1.49)

având componentele scalare

sx = ax + bx, sy = ay + by, sz = az + bz. (1.50)

Operaţia de adunare a vectorilor este comutativă şi asociativă:

~a+~b = ~b+ ~a, (1.51)

(~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c), (1.52)

unde ~c este un alt vector din mulţimea V3.
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3. Produsul scalar. Prin ı̂nmulţirea scalară a vectorului ~a cu vectorul ~b se obţine
un scalar egal cu produsul modulelor celor doi vectori şi a cosinusului unghiului dintre
vectori:

~a ·~b = |~a| · |~b| · cos(~a,~b). (1.53)

Expresia analitică de calcul a produsului scalar este ([5], [9], [24]):

~a ·~b = axbx + ayby + azbz. (1.54)

Produsul scalar este comutativ şi distributiv ı̂n raport cu operaţia de adunare a
vectorilor:

~a ·~b = ~b · ~a, (1.55)

~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c, (1.56)

unde ~c este un alt vector din mulţimea V3.
Conform definiţiei, produsele scalare ale versorilor axelor de coordonate sunt:

~i ·~i =~i2 = 1, ~j ·~j = ~j2 = 1, ~k · ~k = ~k2 = 1, ~i ·~j = 0, ~j · ~k = 0, ~k ·~i = 0. (1.57)

4. Produsul vectorial. Prin ı̂nmulţirea vectorială a vectorului ~a cu vectorul ~b se
obţine un vector ~p dat de relaţia

~p = ~a×~b, (1.58)

care are modulul egal cu produsul modulelor celor doi vectori şi a sinusului unghiului
dintre vectori, direcţia perpendiculară pe planul determinat de cei doi vectori şi sensul
dat de regula burghiului drept, adică diedrul (~a,~b, ~p) este drept orientat, la fel ca reperul
triortogonal OXY Z.

Avem:
|~p| = |~a| · |~b| · sin(~a,~b), ~p ⊥ ~a, ~p ⊥ ~b. (1.59)

Expresia analitică de calcul a produsului vectorial este ([5], [9], [24]):

~p = (aybz − azby)~i+ (azbx − axbz)~j + (axby − aybx)~k, (1.60)

având componentele scalare

px = aybz − azby, py = azbx − axbz, pz = axby − aybx, (1.61)

expresie care se poate scrie sub forma următorului determinant algebric de ordinul trei:

~p =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣ . (1.62)

Produsul vectorial este anticomutativ şi distributiv ı̂n raport cu adunarea vectorilor:

~a×~b = −~b× ~a, (1.63)

~a× (~b+ ~c) = ~a×~b+ ~a× ~c, (1.64)

unde ~c este un alt vector din mulţimea V3.
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Conform definiţiei, produsele vectoriale ale versorilor axelor de coordonate sunt:

~i×~i = ~0, ~j ×~j = ~0, ~k × ~k = ~0, ~i×~j = ~k, ~j × ~k =~i, ~k ×~i = ~j. (1.65)

Expresiile analitice de calcul ale produselor scalar şi vectorial se demonstrează pe
baza definiţiilor acestora şi sunt cunoscute de la cursul de algebră ([5], [9], [24]).

Produsul scalar şi produsul vectorial prezintă următoarele consecinţe, frecvent folosite
ı̂n calculul vectorial.

Dacă produsul scalar a doi vectori este nul, atunci vectorii sunt perpendiculari (şi
reciproc):

~a ·~b = 0←→ ~a ⊥ ~b. (1.66)

Dacă produsul vectorial a doi vectori este egal cu zero, atunci vectorii sunt paraleli
(şi reciproc):

~a×~b =
−→
0 ←→ ~a ‖ ~b. (1.67)

Produsul scalar al unui vector cu el ı̂nsuşi este egal cu pătratul modulului sau a
valorii sale algebrice. Produsul vectorial al unui vector cu el ı̂nsuşi este egal cu zero:

~a · ~a = |~a|2 = a2, ~a× ~a =
−→
0 . (1.68)

Se consideră un al treilea vector ~c aparţinând mulţimii V3. Expresia analitică a
vectorului ~c ı̂n reperul OXY Z este

~c = cx~i+ cy~j + cz ~k, (1.69)

unde cx, cy, cz sunt componentele scalare ale vectorului.

Operaţiile compuse ı̂n calculul vectorial sunt dublul produs vectorial şi produsul
mixt a trei vectori.

5. Dublul produs vectorial a trei vectori este un vector ~q dat de relaţia:

~q = ~a× (~b× ~c). (1.70)

Formula de dezvoltare a dublului produs vectorial este

~q = (~a · ~c)~b− (~a ·~b)~c, (1.71)

demonstrată la cursul de algebră ([5], [9], [24]).

Dublul produs vectorial este egal cu zero dacă şi numai dacă vectorul ~a este per-
pendicular pe planul determinat de vectorii ~b şi ~c sau dacă vectorii ~b şi ~c sunt paraleli.

6. Produsul mixt a trei vectori este un scalar dat de relaţia

w = ~a · (~b× ~c). (1.72)



25

Expresia analitică de calcul a produsului mixt este cunoscută sub forma unui de-
terminant algebric de ordinul trei având pe linii componentele scalare ale vectorilor ı̂n
ordinea factorilor din produs ([5], [9], [24]):

~a · (~b× ~c) =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ . (1.73)

Produsul mixt nu se modifică dacă vectorii factori ~a,~b,~c sunt permutaţi circular, adică

~a · (~b× ~c) = ~b · (~c× ~a) = ~c · (~a×~b). (1.74)

Dacă se inversează ordinea a doi factori, produsul mixt are aceeaşi valoare absolută
cu semn schimbat:

−~b · (~a× ~c) = ~a · (~b× ~c) = −~c · (~b× ~a). (1.75)

Produsul mixt a trei vectori este nul ı̂n următoarele condiţii:

– dacă cei trei vectori sunt coplanari,

– dacă doi vectori sunt paraleli.

I.8. Momentul polar al unui vector alunecător

Se consideră un vector alunecător ~v cu dreapta suport (∆) raportat la un reper
triortogonal OXY Z. Se numeşte moment polar al vectorului ~v ı̂n raport cu polul O un
vector care este egal cu produsul vectorial dintre vectorul de poziţie al unui punct de

pe suportul (∆) ı̂n raport cu polul O şi vectorul dat. Se notează
−→
MO(~v) :

−→
MO(~v) = ~r × ~v, (1.76)

unde ~r =
−→
OP, P ∈ (∆).

Momentul polar nu depinde de alegerea punctului de pe suport, P ∈ (∆). Con-
siderând un alt punct P1 ∈ (∆), se scrie următoarea relaţie vectorială ı̂ntre punctele
O,P şi P1 (legea de variaţie a coordonatelor la translaţia axelor):

−−→
OP1 =

−→
OP +

−−→
PP1, ~r1 = ~r +

−−→
PP1. (1.77)

Avem −→
M ′

O(~v) = ~r1 × ~v =
−−→
OP1 × ~v = (

−→
OP +

−−→
PP1)× ~v

−→
M ′

O(~v) =
−→
OP × ~v +

−−→
PP1 × ~v =

−→
OP × ~v = ~r × ~v =

−→
MO(~v),

(1.78)

deoarece vectorii
−−→
PP1 şi ~v sunt coliniari, produsul vectorial fiind egal cu zero.
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Figura I.8. Momentul polar al unui vector alunecător

Se construieşte OP0 ⊥ (∆), P0 ∈ (∆) şi se notează b = OP0, segment numit braţul
vectorului ~v. Modulul momentului polar este

|
−→
MO(~v)| = |~r| · |~v| · sin(~r,~v) = b · |~v|, (1.79)

deoarece ı̂n triunghiul dreptunghic OP0P se verifică relaţia

b = |~r| · sin(~r,~v). (1.80)

Relaţia (1.79) pune ı̂n evidenţă că locul geometric al punctelor din spaţiu ı̂n raport
cu care vectorul are acelaşi moment polar este o dreaptă paralelă cu suportul vectorului
care conţine punctul O.

I.9. Legea de variaţie a momentului polar la schimbarea polului

Se consideră un alt punct Q, diferit de O, şi se defineşte momentul polar al vectorului
~v ı̂n raport cu polul Q:

−→
MQ(~v) = ~r′ × ~v, (1.81)

unde ~r′ =
−−→
QP ′, P ′ ∈ (∆).

Între punctele O,P şi P ′ se scrie următoarea relaţie vectorială (legea de variaţie a
coordonatelor la translaţia axelor):

−→
OP =

−→
OQ+

−−→
QP ′ +

−−→
P ′P , ~r =

−→
OQ+ ~r′ +

−−→
P ′P . (1.82)

Înlocuind ı̂n relaţia momentului polar ı̂n raport cu polul O ((1.76)), se obţine

−→
MO(~v) = ~r × ~v =

−→
OP × ~v

−→
MO(~v) = (

−→
OQ+

−−→
QP ′ +

−−→
P ′P )× ~v

−→
MO(~v) =

−→
OQ× ~v + ~r′ × ~v +

−−→
P ′P × ~v, (1.83)
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relaţie care se scrie sub forma

−→
MO(~v) =

−→
MQ(~v) +

−→
OQ× ~v, (1.84)

ultimul produs vectorial fiind egal cu zero ı̂ntre vectori coliniari.
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Figura I.9. Variaţia momentului polar la schimbarea polului

Notând ~rQ =
−→
OQ vectorul de poziţie al punctului Q ı̂n raport cu O, relaţia se scrie

−→
MO(~v) =

−→
MQ(~v) + ~rQ × ~v, (1.85)

şi este cunoscută ca legea de variaţie a momentului polar la schimbarera polului.
Expresia analitică de calcul a momentului polar se scrie ı̂n condiţiile ı̂n care este

cunoscută expresia analitică a vectorului ~v:

~v = vx~i+ ~vy~j + ~vz ~k (1.86)

şi coordonatele punctului de pe suport P :

P (x, y, z) ∈ (∆) (1.87)

ı̂n reperul OXY Z considerat.
Avem, conform definiţiei, din (1.76), (1.86) şi (1.87):

−→
MO(~v) = ~r × ~v =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

x y z

vx vy vz

∣∣∣∣∣∣∣ (1.88)

−→
MO(~v) = (y vz − z vy)~i+ (z vx − x vz)~j + (x vy − y vx)~k. (1.89)

Componentele scalare ale momentului polar sunt:

MOx(~v) = y vz − z vy
MOy(~v) = z vx − x vz
MOz(~v) = x vy − y vx

(1.90)

Momentul polar al unui vector alunecător are următoarele proprietăţi:
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1. Momentul polar este un vector legat de pol, perpendicular pe planul determinat
de suportul vectorului şi de pol.

2. Momentul polar este zero dacă şi numai dacă este calculat ı̂n raport cu puncte de
pe suportul vectorului.

3. Momentul polar are aceeaşi valoare dacă se calculează ı̂n raport cu puncte de pe
o dreaptă paralelă cu suportul vectorului.

4. La schimbarea polului din O şi Q, momentul polar se modifică după legea

−→
MO(~v) =

−→
MQ(~v) + ~rQ × ~v, ~rQ =

−→
OQ. (1.91)

Momentul polar este complet determinat de şase mărimi scalare: componentele
scalare vx, vy, vz ale vectorului şi coordonatele x, y, z ale punctului de pe suport.

Vectorul alunecător ~v este complet determinat dacă se cunosc cele trei componente

scalare ale sale vx, vy, vz şi momentul său ı̂n raport cu polul O,
−→
MO(~v), care are, de

asemenea, trei componente scalare (relaţiile (1.90)). Aceste şase mărimi scalare se
numesc coordonatele lui Plucker:

(vx, vy, vz,MOx(~v),MOy(~v),MOz(~v)), (1.92)

sau coordonatele pluckeriene ale vectorului ~v ([3], [22]).

I.10. Determinarea suportului unui vector alunecător
ı̂n funcţie de momentul polar

Dacă un vector alunecător este dat prin expresia analitică ı̂n reperul triortogonal
OXY Z

~v = vx~i+ vy~j + vz ~k (1.93)

şi se cunoaşte momentul său ı̂n raport cu polul O,
−→
MO(~v), adică dacă vectorul este dat

prin coordonatele pluckeriene, se pune problema determinării suportului, notat (∆).
Pentru aceasta se consideră relaţia de definiţie a momentului polar (1.76)

−→
MO(~v) = ~r × ~v,

care se ı̂nmulţeşte vectorial la stânga cu vectorul ~v:

~v ×
−→
MO(~v) = ~v × (~r × ~v). (1.94)

Aplicând formula de dezvoltare a dublului produs vectorial, se obţine

~v ×
−→
MO(~v) = ~v2 · ~r − (~v · ~r) · ~v, (1.95)
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de unde rezultă

~r =
~v ×
−→
MO(~v)

~v2
+

(
~v · ~r
|~v|2

)
~v,

sau ı̂ncă

~r =
~v ×
−→
MO(~v)

~v2
+

(
~v · ~r
|~v|

)
· ~u, (1.96)

unde s-a notat versorul vectorului

~u =
~v

|~v|
· (1.97)

Se observă că primul termen din (1.96) reprezintă vectorul de poziţie ı̂n raport cu
polul O al punctului P0 ∈ (∆), OP0 ⊥ (∆), unde (∆) este dreapta suport a vectorului ~v:

~r0 =
−−→
OP0 =

~v ×
−→
MO(~v)

~v2
, |~r0| =

|
−→
MO(~v)|
|~v|

= OP0 = b, (1.98)

unde b este braţul vectorului, definit ı̂n (1.79), iar al doilea termen din (1.96) reprezintă
proiecţia vectorului de poziţie ~r pe suportul vectorului ~v:

pr~v ~r =
~v · ~r
|~v|

= ~r · ~u. (1.99)

Cu acestea, relaţia (1.96) se scrie sub forma unei ecuaţii vectoriale cu o infinitate
de soluţii ~r :

~r = ~r0 + ~u · pr~v ~r, ~r0 ⊥ ~v, (1.100)

având reprezentarea grafică dată ı̂n figura următoare:
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Figura I.10. Suportul vectorului ~v

În Figura I.10, segmentul P0P reprezintă proiecţia vectorului ~r pe suportul vectorului ~v:

−−→
P0P = (pr~v ~r) · ~u. (1.101)

Notând λ′ = pr~v ~r, parametru real, ecuaţia (1.100) se scrie sub forma

(∆) : ~r = ~r0 + λ′ · ~u, λ′ ∈ R, (1.102)

şi reprezintă ecuaţia vectorială a suportului vectorului ~v.
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Introducând ı̂n (1.102) vectorul ~r0 şi versorul ~u (relaţiile (1.98), respectiv (1.97)), se
obţine pentru suportul vectorului ~v ecuaţia:

(∆) : ~r =
~v ×
−→
MO(~v)

~v2
+ λ · ~v, λ ∈ R, (1.103)

unde λ este un parametru real (λ = λ′/|~v|).
Înlocuind ı̂n relaţia (1.103) componentele scalare ale vectorilor ~v şi

−→
MO(~v), conform

relaţiilor (1.86) şi (1.90), rezultă următoarele coordonate ale unui punct arbitrar P al
suportului vectorului ~v:

x =
vy ·MOz(~v)− vz ·MOy(~v)

v2
x + v2

y + v2
z

+ λ · vx,

y =
vz ·MOx(~v)− vx ·MOz(~v)

v2
x + v2

y + v2
z

+ λ · vy, λ ∈ R,

z =
vx ·MOy(~v)− vy ·MOx(~v)

v2
x + v2

y + v2
z

+ λ · vz,

(1.104)

unde λ este un parametru real, iar MOx(~v), MOy(~v), MOz(~v) sunt date de relaţiile (1.90).
Se face observaţia că momentul polar se calculează şi pentru vectori legaţi:

−→
MO(~v) = ~r × ~v, ~r =

−→
OP, (1.105)

ı̂n acest caz punctul P fiind punctul de aplicaţie al vectorului legat ~v.

I.11. Momentul axial al unui vector alunecător

Se consideră un vector alunecător ~v cu dreapta suport (∆v) şi o axă (∆) care nu
este coplanară cu suportul vectorului ~v. Se notează ~u versorul axei (∆).

Se numeşte moment axial al vectorului ~v ı̂n raport cu axa (∆) proiecţia pe axa (∆) a
momentului polar al vectorului ~v calculat ı̂n raport cu un punct Q aparţinând axei (∆).
Se notează M∆(~v) şi este o mărime scalară. Conform regulii de proiecţie a unui vector
pe o axă, momentul axial este egal cu produsul scalar dintre versorul axei şi momentul
vectorului calculat ı̂n raport cu un punct de pe axă:

M∆(~v) = pr∆

−→
MQ(~v) = ~u · (~r × ~v), (1.106)

unde ~r =
−→
QP, Q ∈ (∆) şi P ∈ (∆v), alegerea punctelor Q şi P fiind arbitrară.

Momentul axial se calculealză ca un produs mixt ı̂ntre versorul axei, vectorul de
poziţie al unui punct de pe suportul vectorului ı̂n raport cu un punct de pe axă şi
vectorul dat.

Momentul axial nu depinde de alegerea punctului Q pe axa (∆). Considerând un
alt punct Q′ aparţinând axei (∆), Q′ ∈ (∆), se scrie următoarea relaţie vectorială ı̂ntre
punctele Q,P şi Q′ (legea de variaţie a coordonatelor la translaţia axelor):

−−→
Q′P =

−−→
Q′Q+

−→
QP, ~r′ =

−−→
Q′Q+ ~r (1.107)
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Figura I.11. Momentul axial al unui vector alunecător

Se calculează

M ′
∆(~v) = ~u · (~r′ × ~v) = ~u · ((

−−→
Q′Q+ ~r)× ~v)

şi se obţine

M ′
∆(~v) = ~u · (

−−→
Q′Q× ~v) + ~u · (~r × ~v) = M∆(~v), (1.108)

deoarece primul produs mixt este nul, având doi vectori coliniari.
Momentul axial al unui vector alunecător are următoarele proprietăţi:

1. Momentul axial nu depinde de alegerea punctului de pe axa de proiecţie (∆).

2. Momentul axial este zero dacă şi numai dacă dreapta suport a vectorului (∆v)
şi axa de proiecţie (∆) sunt coplanare (concurente sau paralele).

Dacă se cunoaşte perpendiculara comună ı̂ntre axa (∆) şi suportul vectorului ~v,
notată Q0P0:

Q0 ∈ (∆), P0 ∈ (∆v), Q0P0 ⊥ (∆), Q0P0 ⊥ (∆v), (1.109)

vectorul ~v se poate descompune ı̂n două componente ı̂n punctul P0:

– o componentă paralelă cu axa (∆), notată ~vp,

– o componentă normală la axa (∆), notată ~vn,

~v = ~vp + ~vn.

În acest caz, momentul axial al vectorului ~v ı̂n raport cu axa (∆) se scrie

M∆(~v) = ~u · (
−−−→
Q0P0 × ~v) = ~u · (

−−−→
Q0P0 × (~vp + ~vn)) = ~u · (

−−−→
Q0P0 × ~vp) + ~u · (

−−−→
Q0P0 × ~vn)

M∆(~v) = ~u · (
−−−→
Q0P0 × ~vn) (1.110)

deoarece primul produs mixt este zero, având doi vectori paraleli.
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Figura I.12. Momentul axial exprimat cu perpendiculara comună

Notând d lungimea perpendicularei comune Q0P0, d = Q0P0 şi α unghiul dintre axa
(∆) şi suportul vectorului ~v, α = ∠) (~u,~v), avem

|~vn| = |~v| · sinα, |
−−−→
Q0P0 × ~vn| = d · |~v| · sinα, (1.111)

deoarece
−−−→
Q0P0 ⊥ ~vn.

Se observă că relaţia (1.110) reprezintă un produs scalar ı̂ntre doi vectori coliniari.
Cu acestea, momentul axial al vectorului ~v ı̂n raport cu axa (∆) se scrie

M∆(~v) = ±d · |~v| sinα, (1.112)

unde d este lungimea perpendicularei comune dintre axa (∆) şi suportul (∆v), iar α
este unghiul dintre versorul ~u şi vectorul ~v, unghi cuprins ı̂ntre 0◦ şi 180◦.

Momentul axial este zero pentru α = 0◦ şi α = 180◦ sau pentru d = 0.

În relaţia (1.112) se ia semnul (+) dacă vectorii
−−−→
Q0P0, ~vn şi ~u (̂ın această ordine) din

relaţia (1.110) formează un triedru drept orientat, la fel ca reperul triortogonal OXY Z
şi semnul (−) dacă aceşti vectori formează un triedru stâng orientat.

În conformitate cu definiţia momentului axial, relaţiile (1.90), care dau componen-
tele scalare ale momentului polar al vectorului ~v ı̂n raport cu originea O, reprezintă
momentele axiale ale vectorului ~v ı̂n raport cu axele de coordonate OX,OY,OZ.

Se face observaţia că momentul axial se calculează şi pentru vectori legaţi, la fel ca
şi momentul polar. În acest caz, punctul P din relaţia de definiţie (1.106) este punctul
de aplicaţie al vectorului legat ~v.
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Capitolul II

REDUCEREA SISTEMELOR DE VECTORI
ALUNECĂTORI

II.1. Definiţia sistemului de vectori alunecători

Modelul vectorilor alunecători corespunde acţiunii forţelor asupra corpurilor solide
rigide (nedeformabile). O forţă care acţionează asupra unui corp solid rigid produce
acelaşi efect indiferent de punctul de aplicaţie al forţei pe dreapta suport, considerată
fixă ı̂n raport cu corpul. Din acest motiv, forţele care acţionează asupra unui corp solid
rigid se prezintă ca vectori alunecători şi se ı̂ncadrează ı̂n această categorie de vectori.

Mai multe forţe care acţionează asupra unui corp solid rigid formează un sistem
de forţe. Dacă două sisteme diferite de forţe, acţionând succesiv asupra unui solid
rigid liber, aflat de fiecare dată ı̂n aceeaşi stare de mişcare, modifică identic starea de
mişcare a corpului, atunci cele două sisteme sunt echivalente din punct de vedere al
mişcării mecanice. Dacă două sisteme diferite de forţe, acţionând succesiv asupra unui
solid rigid imobilizat prin legături, determină aceleaşi reacţiuni ı̂n legăturile aplicate
corpului, atunci cele două sisteme de forţe sunt echivalente din punct de vedere static.
În cazul unei situaţii mixte, dacă rigidul este supus la legături fără a fi imobilizat,
sistemele echivalente de forţe vor determina acţionând succesiv aceleaşi reacţiuni ı̂n
legăturile aplicate şi aceeaşi modificare a stării de mişcare a corpului.

Transformarea unui sistem de forţe ı̂ntr-un sistem echivalent are ca scop simplifi-
carea sistemului, adică ı̂nlocuirea acestuia cu un sistem mai simplu. Această operaţie
se numeşte reducerea sistemului de forţe.

În continuare se va adopta denumirea de sistem de vectori alunecători (SVA) şi se
va ı̂nlocui notaţia de vectori ~v din Capitolul I cu notaţia F (forţă).

Definiţia 2.1 Se numeşte sistem de vectori alunecători (SVA) o mulţime

S = {F 1, F 2, ..., F n}

de astfel de vectori (forţe), ale căror drepte suport (∆µ), µ = 1, n, sunt conţinute
ı̂ntr-un domeniu D al spaţiului tridimensional, domeniu ce corespunde volumului unui
corp solid rigid asupra căruia acţionează sistemul de forţe.
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II.2. Rezultanta şi momentul rezultant al unui sistem
de vectori alunecători

Se consideră un sistem de vectori alunecători

S = {F 1, F 2, ..., F n} (2.1)

cu dreptele suport (∆µ), µ = 1, n, conţinute ı̂ntr-un domeniu D al spaţiului tridimen-
sional (D ⊂ R3).

Raportând domeniul de existenţă D al vectorilor la un reper triortogonal OXY Z
se definesc două mărimi vectoriale caracteristice ale sistemului de vectori alunecători:
vectorul rezultant (rezultanta) şi momentul rezultant ı̂n raport cu un pol (̂ın mod curent
originea O).
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F

D

2
n

1

Z

X

Y0
(    )

(    )

(   )

(     )

Figura II.1. Sistem de vectori alunecători

Rezultanta sistemului (vectorul rezultant) este definită ca sumă a vectorilor sistemu-
lui, notată R:

R = F 1 + F 2 + · · ·+ F n =
n∑
µ=1

F µ. (2.2)

Observaţia 2.1 Adunarea (2.2) este o operaţie simbolică, vectorii se adună ca vectori
liberi, rezultanta fiind un vector liber. Cazurile particulare de sisteme la care rezultanta
este vector alunecător vor fi prezentate ı̂n continuare.

Momentul rezultant al sistemului ı̂n raport cu un pol oarecare Q este definit ca sumă
vectorială a momentelor polare ı̂n raport cu polul Q ale vectorilor, notat MQ:

MQ = MQ(F 1) +MQ(F 2) + · · ·+MQ(F n) =
n∑
µ=1

MQ(F µ), (2.3)

unde MQ(F µ) = QBµ × F µ, Bµ ∈ (∆µ), µ = 1, n.

În mod curent se va calcula momentul rezultant ı̂n raport cu polul O (̂ın origine) al
sistemului de vectori:

MO = MO(F 1) +MO(F 2) + · · ·+MO(F n) =
n∑
µ=1

MO(F µ), (2.4)

unde MO(F µ) = OBµ × F µ, Bµ ∈ (∆µ), µ = 1, n.
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Între momentul rezultant ı̂n raport cu polul O şi momentul rezultant ı̂n raport cu
polul Q al sistemului se aplică legea de variaţie a momentului la schimbarea polului
((1.85)):

MO =MQ + rQ ×R, rQ = OQ, (2.5)

unde R este rezultanta sistemului.

II.3. Torsorul unui sistem de vectori alunecători

Se consideră un sistem de vectori alunecători

S = {F 1, F 2, ..., F n} (2.6)

cu dreptele suport (∆µ), µ = 1, n, conţinute ı̂ntr-un domeniu D al spaţiului tridimen-
sional (D ⊂ R3).

Definiţia 2.2 Se numeşte torsor ı̂n polul P al sistemului de vectori alunecători S mul-
ţimea compusă din rezultantă şi momentul rezultant ı̂n raport cu polul P , notată prin
simbolul

TP (S) = {R,MP}. (2.7)

Dacă se raportează sistemul de vectori alunecători S la un reper triortogonalOXY Z,
se va considera ı̂n mod curent torsorul ı̂n polul O al sistemului (originea reperului):

TO(S) = {R,MO}, (2.8)

unde rezultanta R este dată de (2.2) şi momentul rezultant ı̂n raport cu polul O este
dat de (2.4).

II.4. Invarianţii scalari ai unui sistem de vectori alunecători

Invarianţii unui sistem de vectori alunecători sunt mărimi scalare care nu se modifică
dacă se calculează torsorul ı̂n raport cu alt punct.

Se consideră un sistem de vectori alunecători

S = {F 1, F 2, ..., F n} (2.9)

cu dreptele suport (∆µ), µ = 1, n, conţinute ı̂ntr-un domeniu D al spaţiului tridimen-
sional (D ⊂ R3).

Raportând sistemul S la un reper triortogonal OXY Z, torsorul ı̂n polul O (̂ın origi-
ne) al sistemului este mulţimea compusă din rezultantă şi momentul rezultant ı̂n raport
cu polul O:

TO(S) = {R,MO}. (2.10)
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Din punct de vedere al modului de calcul, forţa rezultantă

R =
n∑
µ=1

F µ

are proprietăţi de vector liber, deoarece mărimea, direcţia şi sensul acesteia nu depind
de punctul ı̂n raport cu care se calculează torsorul.

Prima mărime scalară invariantă a sistemului S este modulul rezultantei, care este
acelaşi indiferent de sistemul de referinţă, adică de reperul OXY Z:

I1 = |R|. (2.11)

Dacă se calculează momentul rezultant al sistemului S ı̂n raport cu alt pol, notat
Q, relaţia ı̂ntre momentele rezultante MO şi MQ este dată de legea de variaţie a
momentelor la schimbarea polului (teorema momentelor (1.85)):

MO =MQ + rQ ×R, rQ = OQ. (2.12)

Momentul rezultant este un vector legat al cărui punct de aplicaţie are un grad
de libertate, deoarece mărimea, direcţia şi sensul acestuia (MQ) nu se modifică dacă
punctul Q se deplasează faţă de originea O paralel cu direcţia forţei rezultante (OQ‖R).

Torsorul ı̂n polul Q al sistemului S este

TQ(S) = {R,MQ}. (2.13)

Calculând produsul scalar dintre elementele torsorului ı̂n polul O (rezultanta R şi
momentul rezultant MO) pe baza relaţiei (2.12) se pune ı̂n evidenţă egalitatea

R · MO = R · (MQ + rQ ×
−→
R ) = R · MQ +R · (rQ ×R)

R · MO = R · MQ, (2.14)

deoarece un produs mixt cu doi factori identici este nul.
Această egalitate permite să se formuleze concluzia că a doua mărime scalară in-

variantă a sistemului S este produsul scalar dintre rezultantă şi momentul rezultant,
indiferent de polul ı̂n raport cu care este calculat:

I2 = R · MO. (2.15)

Acest produs scalar se mai numeşte şi scalarul torsorului ([12], [22]).
A treia mărime scalară invariantă a sistemului S este raportul primelor două

(al doilea invariant ı̂mpărţit la primul), raport care reprezintă proiecţia momentului
rezultant pe direcţia rezultantei, conform relaţiei (1.32) care exprimă proiecţia unui
vector pe o axă:

I3 =
I2

I1

=
R · MO

|R|
=MO · uR = prRMO, (2.16)

unde s-a notat uR versorul rezultantei.
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Observaţia 2.2 Relaţia (2.16) este valabilă indiferent de polul ı̂n raport cu care se
calculează momentul rezultant.

II.5. Sisteme simple de vectori alunecători

Una dintre operaţiile de bază ale mecanicii clasice este ı̂nlocuirea sistemului de forţe
aplicat unui corp solid rigid prin cel mai simplu sistem care produce acelaşi rezultat din
punct de vedere al mişcării mecanice, adică cel mai simplu sistem echivalent. Operaţia
prin care se ı̂nlocuieşte un sistem de forţe (vectori alunecători) prin cel mai simplu
sistem echivalent se numeşte reducere.

Reducerea unui sistem de forţe aplicat unui corp solid rigid, considerat ca sistem de
vectori alunecători (SVA), constă ı̂n ı̂nlocuirea acestuia cu cel mai simplu sistem posibil
care produce acelaşi efect din punct de vedere mecanic asupra corpului.

Există trei tipuri de sisteme simple de vectori alunecători:

– sistem format dintr-un singur vector alunecător (vector unic);

– sistem format din doi vectori alunecători paraleli, egali ı̂n modul şi de sensuri
contrare (cuplu de vectori);

– sistem format din doi vectori alunecători cu suporturi neconcurente şi neparalele
ı̂n spaţiu (torsor propriu zis).

În cazul unui sistem oarecare de vectori alunecători S raportat la un reper tri-
ortogonal OXY Z se pune problema stabilirii sistemului simplu cu care acesta este
echivalent, adică care conduce la acelaşi rezultat din punct de vedere mecanic asupra
unui corp solid rigid. Pentru aceasta se stabilesc prin calcul caracteristicile sistemului
de vectori alunecători S ı̂n raport cu reperul considerat.

Definiţia 2.3 Se numesc caracteristici ale unui sistem de vectori alunecători (SVA)
ı̂ntr-un reper OXY Z rezultanta, momentul rezultant ı̂n raport cu originea şi produsul
scalar dintre rezultantă şi momentul rezultant (al doilea invariant scalar sau scalarul
torsorului):

R, MO şi I2 = R · MO. (2.17)

În cazul unui sistem oarecare de vectori alunecători S raportat la un reper OXY Z,
operaţia de reducere, ı̂nlocuirea sistemului cu cel mai simplu sistem echivalent, constă
efectiv ı̂n calcularea torsorului ı̂ntr-un pol oarecare, ı̂n particular polul O, originea
reperului la care este raportat sistemul:

TO(S) = {R,MO}. (2.18)

Dacă se calculează torsorul sistemului de vectori alunecători S ı̂n alt punct Q, diferit
de O:

TQ(S) = {R,MQ}, (2.19)

se pot enunţa trei concluzii ı̂n legătură cu proprietăţile torsorului la schimbarea polului:
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– vectorul rezultant (R) nu se modifică;

– momentul rezultant se modifică după relaţia

MO =MQ + rQ ×R, rQ = OQ; (2.20)

– produsul scalar dintre vectorul rezultant şi momentul rezultant nu se modifică:

R · MO = R · MQ. (2.21)
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Figura II.2. Variaţia torsorului SVA la schimbarea polului

În continuare se prezintă caracteristicile sistemelor simple de vectori alunecători
raportate la un reper triortogonal OXY Z.

1. Sistem format dintr-un singur vector F cu dreapta suport (∆):

S = {F} (2.22)

R = F 6= 0 (2.23)

MO = MO(F ) = r × F , r = OB, B ∈ (∆)

MO =

{
0 , dacă O ∈ (∆)

r × F 6= 0 , dacă O /∈ (∆)
(2.24)

I2 = R · MO = F · (r × F ) = 0. (2.25)

2. Sistem cuplu de vectori F 1 şi F 2 cu dreptele suport (∆1) şi (∆2) paralele:

S = {F 1, F 2}, (∆1)‖(∆2), F 1 = −F 2 (2.26)

R = F 1 + F 2 = 0 (2.27)

MO = MO(F 1) +MO(F 2) = r1 × F 1 + r2 × F 2, (2.28)

unde r1 = OB1, B1 ∈ (∆1) şi r2 = OB2, B2 ∈ (∆2).
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Figura II.3. Sistem cuplu de vectori

Din (2.27) rezultă F 2 = −F 1 şi ı̂nlocuind ı̂n relaţia (2.28) avem:

MO = OB1 × F 1 −OB2 × F 1 (2.29)

MO = (OB1 −OB2)× F 1 = B2B1 × F 1 6= 0. (2.30)

Dacă punctele B1 şi B2 de pe dreptele suport (∆1) şi (∆2) sunt alese astfel ı̂ncât să
avem B1B2 ⊥ (∆1), B1B2 ⊥ (∆2) se obţine din (2.30):

|MO| = |B2B1| · |F 1| = d · |F 1| = d · |F 2|, (2.31)

unde s-a notat d distanţa dintre dreptele suport (∆1) şi (∆2) ale vectorilor (Fig. II.3),
distanţă care se numeşte braţul cuplului.

I2 = R · MO = 0. (2.32)

Observaţia 2.3 Momentul unui cuplu de vectori este un vector liber, acelaşi indiferent
de polul ı̂n raport cu care este calculat. Direcţia este perpendiculară pe planul vectorilor.

3. Sistem de vectori torsor propriu zis F 1 şi F 2 cu dreptele suport (∆1) şi (∆2)
neconcurente şi neparalele ı̂n spaţiu (oarecare ı̂n spaţiu):

S = {F 1, F 2}, (∆1) ∩ (∆2) = {∅}, u1 · u2 6= ±1, (2.33)

unde s-a notat u1 şi u2 versorii dreptelor (∆1) şi (∆2).

R = F 1 + F 2 6= 0 (2.34)

MO = MO(F 1) +MO(F 2) = r1 × F 1 + r2 × F 2 6= 0, (2.35)

unde r1 = OB1, B1 ∈ (∆1) şi r2 = OB2, B2 ∈ (∆2).
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Figura II.4. Sistem torsor propriu zis

Din (2.34) şi (2.35) se obţine pentru scalarul torsorului

I2 = R · MO = (F 1 + F 2) · (r1 × F 1 + r2 × F 2) (2.36)

I2 = F 1 · (r1 × F 1) + F 1 · (r2 × F 2) + F 2 · (r1 × F 1) + F 2 · (r2 × F 2) (2.37)

I2 = F 1 · (r2 × F 2) + F 2 · (r1 × F 1), (2.38)

deoarece primul şi ultimul produs mixt din (2.37) sunt egali cu zero, având câte doi
factori identici.

În continuare, conform proprietăţilor produsului mixt, avem

I2 = F 1 · (r2 × F 2)− F 1 · (r1 × F 2) (2.39)

I2 = F 1 · [(r2 − r1)× F 2] = F 1 · (B1B2 × F 2) 6= 0, (2.40)

deoarece cei trei vectori sunt necoplanari şi neparaleli doi câte doi.

Observaţia 2.4 Rezultanta unui torsor propriu zis este un vector liber, neavând o
dreaptă suport precizată.

În concluzie, pe baza relaţiilor (2.23), (2.24), (2.25), (2.27), (2.30), (2.32), (2.34),
(2.35) şi (2.40) se pot enunţa următoarele rezultate asupra caracteristicilor sistemelor
simple de vectori alunecători raportate la un reper OXY Z:

– pentru un sistem compus dintr-un singur vector cu dreapta suport (∆), R 6= 0,
MO = 0 dacă O ∈ (∆) şi MO 6= 0 dacă O /∈ (∆), I2 = 0;

– pentru un sistem cuplu de vectori, R = 0, MO 6= 0, I2 = 0;

– pentru un sistem torsor propriu zis, R 6= 0,MO 6= 0, I2 6= 0.
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II.6. Echivalenţa sistemelor de vectori alunecători.
Teoremele de echivalenţă

Definiţia 2.4 Două sisteme de vectori alunecători, S1 şi S2, care acţionează succesiv
asupra unui corp solid rigid, sunt echivalente ı̂ntre ele:

S1 ∼ S2, (2.41)

dacă unul poate fi obţinut din celălalt printr-o succesiune de operaţii elementare de
echivalenţă.

Denumirea de elementare arată că aceste operaţii nu pot fi descompuse ı̂n altele
mai simple. Denumirea de echivalenţă subliniază că dacă se efectuează aceste operaţii
ı̂ntr-unul din cele două sisteme, S1 sau S2, acţiunea acestuia asupra corpului solid rigid
are acelaşi rezultat din punct de vedere al mişcării mecanice ca acţiunea celuilalt sistem
de vectori, S2 sau S1.

Există cinci operaţii elementare de echivalenţă care se aplică pentru un sistem de
vectori alunecători (SVA):

1. alunecarea unui vector pe dreapta suport, pentru a schimba punctul de aplicaţie;

2. ı̂nlocuirea a doi vectori cu dreptele suport concurente prin rezultanta acestora,
dată de regula paralelogramului ı̂n punctul de concurenţă a suporturilor;

3. descompunerea unui vector pe două direcţii concurente ı̂ntr-un punct de pe dreapta
suport, prin regula paralelogramului;

4. introducerea ı̂n sistem a doi vectori direct opuşi (pe aceeaşi dreaptă suport, egali
ı̂n modul şi de sensuri contrare);

5. anularea din sistem a doi vectori direct opuşi.

Observaţia 2.5 Introducerea ı̂n SVA a doi vectori direct opuşi se poate face pe orice
dreaptă suport.

Observaţia 2.6 A doua şi a treia operaţie, respectiv a patru şi a cincea, sunt operaţii
inverse, astfel ı̂ncât se poate afirma că la bază operaţiile elementare de echivalenţă sunt
ı̂n număr de trei.

Pe baza definiţiei echivalenţei sistemelor de vectori alunecători se demonstrează trei
teoreme generale de echivalenţă, denumite teorema a I-a, teorema a II-a, respectiv
teorema a III-a de echivalenţă.

Înainte de a prezenta teoremele generale de echivalenţă se demonstrează o teoremă
ı̂n legătură cu echivalenţa sistemelor de vectori paraleli, sisteme dintre care a fost inclus
ı̂n categoria sistemelor simple de vectori alunecători (prezentate ı̂n II.5) numai sistemul
care formează un cuplu de vectori.
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Teorema 2.1 (teorema de reducere a vectorilor paraleli) Un sistem compus din doi
vectori alunecători paraleli, care nu formează un cuplu de vectori este echivalent cu un
vector unic.

Demonstraţie. Se consideră un sistem compus din doi vectori alunecători F 1 şi F 2,
cu dreptele suport (∆1), respectiv (∆2), paralele:

S = {F 1, F 2}, (∆1)‖(∆2), (2.42)

care nu formează un cuplu de vectori.
Sunt posibile două situaţii:

– vectorii F 1 şi F 2 au acelaşi sens şi mărimi diferite sau egale (Fig. II.5 a);

– vectorii F 1 şi F 2 au sensuri contrare şi mărimi diferite (Fig. II.5 b).

Prin mărime se ı̂nţelege modulul vectorului.
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Figura II.5. Reducerea sistemelor de vectori paraleli

Se intersectează dreptele suport (∆1) şi (∆2) ale vectorilor F 1, respectiv F 2, cu o
dreaptă secantă arbitrară (∆) şi se notează B1, respectiv B2, punctele de intersecţie:

B1 = (∆1) ∩ (∆), B2 = (∆2) ∩ (∆).

Pe dreapta (∆) se introduce o pereche de vectori direct opuşi, F ı̂n punctul B1 şi
(−F ) ı̂n punctul B2, aceasta fiind una dintre operaţiile elementare de echivalenţă.

Se noteazăR1 rezultanta vectorilor F 1 şi F , concurenţi ı̂n punctulB1 şiR2 rezultanta
vectorilor F 2 şi (−F ), concurenţi ı̂n punctul B2:

R1 = F 1 + F , R2 = F 2 − F ,

relaţii scrise conform regulii paralelogramului.
După efectuarea acestor operaţii, sistemul de vectori S, compus din vectorii F 1 şi

F 2, a devenit echivalent cu sistemul S ′:

S ′ = {R1, R2},
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compus din doi vectori coplanari şi neparaleli, ale căror drepte supsort se intersectează
ı̂ntr-un punct din planul dreptelor (∆1) şi (∆2), notat C.

Conform regulii paralelogramului, vectorii R1 şi R2 ai sistemului S ′ se adună ı̂n
punctul C de intersecţie a suporturilor, având o rezultantă unică:

R = R1 +R2,

care este şi rezultanta sistemului echivalent S:

R = F 1 + F 2, (2.43)

cu aceasta teorema fiind demonstrată.

Observaţia 2.7 Punctul C, care aparţine dreptei suport a rezultantei, se află ı̂ntre
dreptele suport (∆1) şi (∆2) ale vectorilor F 1 şi F 2 dacă vectorii au acelaşi sens, res-
pectiv ı̂n afara dreptelor suport dacă vectorii au sensuri contrare.

Observaţia 2.8 Modulul rezultantei este

|R| = |F 1|+ |F 2|

dacă vectorii au acelaşi sens, respectiv

|R| =
∣∣|F 1| − |F 2|

∣∣ ,
dacă vectorii au sensuri contrare.

Observaţia 2.9 Sensul rezultantei R este acelaşi cu sensul vectorilor F 1 şi F 2, dacă
aceştia au acelaşi sens, sau este acelaşi cu al vectorului mai mare ı̂n modul, dacă vectorii
au sensuri contrare.

Teorema 2.2 (teorema a I-a de echivalenţă) Dacă două sisteme de vectori alunecători
S1 şi S2 au acelaşi torsor ı̂n raport cu un punct oarecare P , adică rezultantele şi mo-
mentele rezultante sunt egale:

R1 = R2 şi M1P =M2P , (2.44)

atunci acestea sunt echivalente, S1 ∼ S2.

Demonstraţie. Vectorii R1 şi R2 reprezintă rezultantele sistemelor S1, respectiv S2, iar
M1P şiM2P sunt momentele rezultante ale sistemelor ı̂n raport cu punctul P . Pentru
a demonstra teorema trebuie să se verifice că sistemele au acelaşi torsor ı̂n raport cu
orice punct.

Se consideră un punct oarecare Q, Q 6= P . Egalitatea rezultantelor

R1 = R2 (2.45)

este valabilă indiferent de polul de reducere, deoarece rezultantele sunt sume vectoriale,
iar adunarea vectorilor nu depinde de sistemul de referinţă.
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Pentru momentele rezultante ale sistemelor S1 şi S2 ı̂n raport cu polul Q, M1Q,
respectiv M2Q, se scrie legea de variaţie a momentului la schimbarea polului ((1.85)):

M1Q = M1P +QP ×R1

M2Q = M2P +QP ×R2

(2.46)

Din (2.44) şi (2.46) rezultă
M1Q =M2Q, (2.47)

deci momentele rezultante ale sistemelor S1 şi S2 ı̂n raport cu polul Q sunt, de asemenea,
egale.

Conform (2.45) şi (2.47), sistemele de vectori alunecători S1 şi S2 au acelaşi torsor
şi ı̂n raport cu polul Q, cu aceasta teorema fiind demonstrată.

Teorema 2.3 (teorema a II-a de echivalenţă) Orice sistem de vectori alunecători poate
fi redus, prin operaţiile elementare de echivalenţă, la unul dintre sistemele simple de
vectori alunecători (torsor propriu zis, vector unic sau cuplu de vectori) sau, ı̂n caz
particular, poate fi ı̂n echilibru (echivalent cu zero).

Demonstraţie. Se consideră un sistem de vectori alunecători

S = {F 1, F 2, ..., F n}, (2.48)

unde n este numărul vectorilor sistemului, cu dreptele susport (∆1), (∆2), ..., (∆n) con-
ţinute ı̂ntr-un domeniu D al spaţiului tridimensional (D ⊂ R3), domeniu ce corespunde
volumului unui corp solid rigid asupra căruia acţionează sistemul de vectori.

Teorema se demonstrează ı̂n cazul cel mai general ı̂n care dreptele suport ale vecto-
rilor sunt necoplanare două câte două.

Se raportează sistemul de vectori S la un reper triortogonal OXY Z. Rezultanta
sistemului este

R = F 1 + F 2 + · · ·+ F n =
n∑
µ=1

F µ, (2.49)

iar momentul rezultant ı̂n raport cu polul O este:

MO = MO(F 1) +MO(F 2) + · · ·+MO(F n) =
n∑
µ=1

MO(F µ). (2.50)

Se consideră un plan (pn) care conţine dreapta suport (∆n) a vectorului F n, plan
ales arbitrar neparalel cu dreptele suport (∆1) şi (∆2) ale vectorilor F 1, respectiv F 2.
Se notează B1 punctul de intersecţie al planului (pn) cu dreapta suport (∆1) a vectorului
F 1 şi B2 punctul de intersecţie al planului (pn) cu dreapta suport (∆2) a vectorului F 2:

(∆n) ⊂ (pn), B1 = (pn) ∩ (∆1), B2 = (pn) ∩ (∆2). (2.51)

Se consideră un punct arbitrar Bn pe dreapta suport (∆n) a vectorului F n şi se
uneşte punctul Bn cu punctele B1 şi B2, obţinând dreptele BnB1 şi BnB2 conţinute ı̂n
planul (pn):

Bn ∈ (∆n), BnB1 ⊂ (pn), BnB2 ⊂ (pn). (2.52)
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Conform operaţiilor elementare de echivalenţă, vectorul F n se descompune prin
regula paralelogramului ı̂n punctul Bn ı̂n două componente pe direcţiile BnB1 şi BnB2:

F 1 = F 1n + F 2n, (2.53)

unde F 1n este un vector pe direcţia BnB1 iar F 2n este un vector pe direcţia BnB2.
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Figura II.6. Reducerea SVA prin operaţii elementare de echivalenţă
– vedere ı̂n planul (pn) –

Se notează R1n rezultanta vectorilor F 1 şi F 1n, concurenţi ı̂n punctul B1:

R1n = F 1 + F 1n (2.54)

şi R2n rezultanta vectorilor F 2 şi F 2n, concurenţi ı̂n punctul B2:

R2n = F 2 + F 2n, (2.55)

relaţii scrise conform regulii paralelogramului.
După aplicarea acestor operaţii de echivalenţă, care constituie primul pas al demon-

straţiei, sistemul de vectori S devine echivalent cu sistemul S1:

S1 = {R1n, R2n, F 3, ..., F n−1}, (2.56)

care are (n− 1) vectori.
În continuare, se trece la pasul următor al demonstraţiei, considerând vectorii R1n,

R2n şi F n−1, pentru care se aplică acelaşi algoritm al operaţiilor de echivalenţă (relaţiile
(2.51)–(2.55)). Se obţine astfel un sistem echivalent cu sistemul S1, notat S2:

S2 = {R1n−1 , R2n−1 , F 3, ..., F n−2}, (2.57)

care are (n − 2) vectori, unde R1n−1 şi R2n−1 sunt rezultantele vectorilor R1n, R2n şi
F n−1 ai sistemului S1.

Se procedează analog ı̂n continuare, fiecare aplicare a algoritmului operaţiilor de
echivalenţă fiind un pas al demonstraţiei.

În funcţie de caracteristicile sistemului de vectori alunecători S sunt posibile patru
cazuri de echivalenţă, prezentate după cum urmează.
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1. Dacă R 6= 0, MO 6= 0 şi I2 = R · MO 6= 0, după un număr de (n − 2) paşi de
aplicare a algoritmului operaţiilor de echivalenţă sistemul S devine echivalent cu
un sistem compus din doi vectori cu dreptele suport neconcurente şi neparalele
(oarecare ı̂n spaţiu), adică sistemul S este echivalent cu un torsor propriu zis.

2. Dacă R 6= 0, MO = 0 sauMO 6= 0 şi I2 = R ·MO = 0, după un număr de (n−1)
paşi sistemul S devine echivalent cu un vector unic a cărui dreaptă suport conţine
punctul O (originea) dacă MO = 0 sau nu conţine punctul O dacă MO 6= 0.

3. DacăR = 0 şiMO 6= 0, după un număr de (n−2) paşi sistemul S devine echivalent
cu un sistem compus din doi vectori paraleli, egali ı̂n modul şi de sensuri contrare,
adică sistemul S este echivalent cu un cuplu de vectori.

4. Dacă R = 0 şiMO = 0, după un număr de (n−1) paşi de aplicare a algoritmului
operaţiilor de echivalenţă vectorii sistemului S se anulează, adică sistemul este
echivalent cu zero.

Cu acestea, teorema a II-a de echivalenţă este demonstrată ı̂n ipoteza cea mai ge-
nerală ı̂n care dreptele suport ale vectorilor sistemului S sunt necoplanare două câte
două.

Pentru a verifica aplicarea teoremei la orice sistem de vectori alunecători se con-
sideră cazul particular ı̂n care doi vectori ai sistemului S au suporturi coplanare şi
se demonstrează că acest caz este echivalent cu cazul general ı̂n care s-a demonstrat
teorema.

Se presupune că doi vectori ai sistemului de vectori alunecători S, definit ı̂n (2.48):

F µ şi F σ, µ, σ ∈ {1, 2, ..., n}, µ 6= σ,

au dreptele suport (∆µ), respectiv (∆σ) coplanare.
Sunt posibile trei situaţii, prezentate după cum urmează:

1. Dreptele suport (∆µ) şi (∆σ) ale vectorilor F µ, respectiv F σ, sunt concurente
ı̂ntr-un punct B:

B = (∆µ) ∩∆σ).

În acest caz, vectorii F µ şi F σ se adună după regula paralelogramului ı̂n punctul B ı̂n
care se intersectează dreptele suport, având o rezultantă unică:

Rµσ = F µ + F σ.

Sistemul de vectori S, care are n vectori, este echivalent cu un sistem S ′, care are
(n − 1) vectori, ı̂n care vectorii F µ şi F σ au fost ı̂nlocuiţi cu rezultanta acestora, Rµσ .
Teorema a II-a de echivalenţă se aplică sistemului echivalent S ′ ı̂n cazul general.

2. Dreptele suport (∆µ) şi (∆σ) sunt paralele:

(∆µ)‖(∆σ)



47

şi vectorii F µ, respectiv F σ, nu formează un cuplu de vectori, având acelaşi sens sau
mărimi diferite şi sensuri contrare.

În acest caz, vectorii F µ şi F σ se adună conform teoremei de echivalenţă a vectorilor
paraleli (Teorema 2.1), având o rezultantă unică conform relaţiei (2.43):

Rµσ = F µ + F σ,

conţinută ı̂n planul vectorilor.
Sistemul de vectori S, care are n vectori, este echivalent cu un sistem S ′, care are

(n − 1) vectori, ı̂n care vectorii F µ şi F σ au fost ı̂nlocuiţi cu rezultanta acestora, Rµσ .
Teorema a II-a de echivalenţă se aplică sistemului echivalent S ′ ı̂n cazul general.

3. Dreptele suport (∆µ) şi (∆σ) sunt paralele şi vectorii F µ, respectiv F σ, formează
un cuplu de vectori:

(∆µ)‖(∆σ), F µ = −F σ.

În acest caz, vectorii F µ şi F σ au rezultanta nulă

Rµσ = F µ + F σ = 0

şi momentul rezultant

Mµσ = MO(F µ) +MO(F σ),

vector liber perpendicular pe planul vectorilor, conform Observaţiei 2.3.

Sistemul de vectori S, care are n vectori, este echivalent cu un sistem S ′, care are
(n− 2) vectori şi cu un cuplu de vectori. Vectorii sistemului S ′ sunt vectorii sistemului
S, mai puţin F µ şi F σ:

S ′ = S \ {F µ, F σ}.

Teorema a II-a de echivalenţă se aplică sistemului echivalent S ′ ı̂n cazul general,
cuplul de vectori F µ şi F σ fiind unul din sistemele simple de vectori alunecători.

În funcţie de cazurile de echivalenţă ale sistemului S ′, situaţiile de echivalenţă ale
sistemului S sunt prezentate ı̂n tabelul următor.

Tabelul de echivalenţă pentru un SVA la care se adaugă un cuplu de vectori

Sistemul S ′ Sistemul S = S ′ + C.V.

1 torsor propriu zis torsor propriu zis
vector unic

2 vector unic torsor propriu zis
vector unic

3 cuplu de vectori cuplu de vectori
sistem ı̂n echilibru

4 sistem ı̂n echilibru cuplu de vectori

C.V. = cuplu de vectori
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În continuare, se prezintă soluţiile a două ecuaţii vectoriale folosite ı̂n demonstraţia
Teoremei a III-a de echivalenţă.

Se consideră doi vectori ~a şi ~b care verifică condiţia ~a ⊥ ~b.
Ecuaţia vectorială

~v · ~a = 0 (2.58)

are soluţia generală

~v = ~p−
(
~a · ~p
|~a|2

)
· ~a, (2.59)

unde ~p este un vector arbitrar.
Vectorul ~v poate fi liber, alunecător sau legat, indiferent de categoria vectorului ~a.
Ecuaţia vectorială

~v × ~a = ~b (2.60)

are soluţia generală

~v =
~a×~b
|~a|2

+ λ · ~a, λ ∈ R, (2.61)

unde λ este un parametru real.
Dacă ~a şi ~b sunt vectori liberi, vectorul ~v este, de asemenea, vector liber.
Dacă ~a este vector alunecător şi ~b vector legat, ca ı̂n relaţia care dă suportul unui

vector ı̂n funcţie de momentul polar ((1.103)), vectorul ~v este legat de acelaşi punct ca

vectorul ~b.

Teorema 2.4 (teorema a III-a de echivalenţă) Orice sistem de vectori alunecători care
se reduce la un torsor propriu zis este echivalent cu un sistem compus din doi vectori,
dintre care unul ales arbitrar.

Demonstraţie. Se consideră un sistem de vectori alunecători S, raportat la un reper
triortogonal OXY Z, care este echivalent cu un torsor propriu zis. Rezultanta, momen-
tul rezultant ı̂n raport cu cu polul O şi scalarul torsorului sunt diferite de zero:

R 6= 0, MO 6= 0, I2 = R · MO 6= 0. (2.62)

Se notează S ′ un alt sistem compus din doi vectori alunecători:

S ′ = {F 1, F 2}. (2.63)

Pentru ca sistemul S să fie echivalent cu sistemul S ′ cele două sisteme trebuie să
se reducă la acelaşi torsor ı̂n polul O, conform teoremei a I-a de echivalenţă. Această
condiţie implică:

R = F 1 + F 2 şi MO = MO(F 1) +MO(F 2), (2.64)

conform notaţiilor din (2.62) şi (2.63).
Se consideră F 1, primul vector al sistemului S ′, ales arbitrar. Conform definiţiei,

momentul vectorului F 1 ı̂n raport cu polul O este

MO(F 1) = r1 × F 1, (2.65)

unde vectorul de poziţie r1 este nedeterminat.
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În această ipoteză se determină vectorul r1 care dă suportul forţei F 1 şi forţa F 2,
al doilea vector al sistemului S ′.

Din (2.64) rezultă al doilea vector al sistemului S ′ şi momentul acestuia ı̂n raport
cu polul O:

F 2 = R− F 1, MO(F 2) =MO −MO(F 1),

sau ı̂ncă, conform (2.65):

F 2 = R− F 1, MO(F 2) =MO − r1 × F 1. (2.66)

Se pune condiţia de perpendicularitate ı̂ntre forţa F 2 şi momentul acesteia:

F 2 ·MO(F 2) = 0. (2.67)

Înlocuind (2.66) ı̂n (2.67), se obţine

(MO − r1 × F 1) · (R− F 1) = 0, (2.68)

ecuaţie vectorială ı̂n care se consideră primul factor ca vector necunoscut.
Conform (2.59), soluţia generală a ecuaţiei vectoriale (2.68) este

MO − r1 × F 1 = M1 −
(
M1 · (R− F 1)

|R− F 1|2

)
· (R− F 1), (2.69)

unde M1 este un vector arbitrar.
Din (2.69) rezultă

r1 × F 1 =MO −M1 +

(
M1 · (R− F 1)

|R− F 1|2

)
· (R− F 1). (2.70)

Se observă că ultimul termen din membrul drept al ecuaţiei (2.70) reprezintă proiecţia
vectorului M1 pe direcţia vectorului (R− F 1), conform definiţiei (1.32):(

M1 · (R− F 1)

|R− F 1|2

)
· (R− F 1) =

(
M1 · (R− F 1)

|R− F 1|

)
· R− F 1

|R− F 1|
= (pr(∆2)M1) · u2, (2.71)

unde s-a notat (∆2) dreapta suport a vectorului F 2 şi u2 versorul acestui vector.
În condiţia (2.71), ecuaţia (2.70) se scrie

r1 × F 1 =MO − [M1 − (pr(∆2)M1) · u2],

sau ı̂ncă
r1 × F 1 =MO −M, (2.72)

unde s-a notat M un vector arbitrar perpendicular pe vectorul (R− F 1).
Relaţia (2.72) este o ecuaţie vectorială ı̂n care se consideră primul factor r1 ca vector

necunoscut. Conform (2.61), soluţia generală a ecuaţiei (2.72) este

r1 =
F 1 × (MO −M)

|F 1|2
+ λ1 · F 1, λ1 ∈ R, (2.73)

unde λ1 este un parametru real.
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Din (2.66) şi (2.72) rezultă pentru al doilea vector al sistemului S ′:

F 2 = R− F 1, MO(F 2) =MO − (MO −M) = M. (2.74)

Conform definiţiei, momentul vectorului F 2 ı̂n raport cu polul O este

MO(F 2) = r2 × F 2, (2.75)

unde vectorul de poziţie r2 este nedeterminat.
Conform (2.61), soluţia generală a ecuaţiei vectoriale (2.75) este

r2 =
F 2 ×MO(F 2)

|F 2|2
+ λ2 · F 2, λ2 ∈ R, (2.76)

unde λ2 este un parametru real, sau ı̂ncă, ı̂nlocuind forţa F 2 şi momentul acesteia
conform (2.74):

r2 =
(R− F 1)×M
|R− F 1|2

+ λ2 · (R− F 1), λ2 ∈ R, (2.77)

cu aceasta teorema fiind demonstrată.

Observaţia 2.10 Soluţiile ecuaţiilor vectoriale (2.72) şi (2.75) sunt date şi ı̂n Capi-
tolul I. Soluţia ecuaţiei (1.76) din I.8 este dată de relaţia (1.103) din I.10.

În concluzie, vectorii sistemului S ′, echivalent cu sistemul dat S, sunt:

F 1 arbitrar, F 2 = R− F 1, (2.78)

unde R este rezultanta sistemului S, iar dreptele suport ale acestor vectori sunt date
de relaţiile (2.73) şi (2.77):

(∆1) : r1 =
F 1 × (MO −M)

|F 1|2
+ λ1 · F 1, λ1 ∈ R,

(∆2) : r2 =
(R− F 1)×M
|R− F 1|2

+ λ2 · (R− F 1), λ2 ∈ R,
(2.79)

unde λ1 şi λ2 sunt parametri reali,MO este momentul rezultant ı̂n polul O al sistemului
S, iar M este un vector arbitrar perpendicular pe vectorul (R− F 1).

II.7. Teorema lui Varignon

Teorema lui Varignon este o teoremă importantă ı̂n teoria sistemelor de vectori
alunecători, demonstrată prima dată de matematicianul francez Pierre Varignon (1654-
1722) sub forma unei teoreme generalizate. Ulterior, teorema generalizată a lui Varignon
a fost prezentată şi ı̂n alte formulări.
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Teorema 2.5 (Teorema generalizată a lui Varignon) Momentul rezultant, ı̂ntr-un pol
oarecare, al unui sistem de vectori aluanecători cu dreptele suport concurente este egal
cu momentul, calculat ı̂n acelaşi pol, al vectorului rezultant al sistemului.

Demonstraţie. Demonstraţia se face pentru un sistem compus din două forţe con-
curente

S = {F 1, F 2},

cu dreptele suport (∆1) şi (∆2), iar rezultatul poate fi extins la sisteme compuse din
mai multe forţe concurente, coplanare sau necoplanare.

Sistemul S se raportează la un reper triortogonal OXY Z. Rezultanta şi momentul
rezultant ı̂n raport cu polul O sunt:

R = F 1 + F 2, (2.80)

MO = MO(F 1) +MO(F 2) = r1 × F 1 + r2 × F 2, (2.81)

unde r1 = r2 = r = OP, P = (∆1) ∩ (∆2).
Avem

MO = r × F 1 + r × F 2 = r × (F 1 + F 2). (2.82)

Rezultanta sistemului este dată grafic de regula paralelogramului ı̂n punctul P de
intersecţie a dreptelor suport ale vectorilor (Fig. II.7).
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Figura II.7. Sistem de forţe concurente

Înlocuind (2.80) ı̂n (2.82) se obţine

MO = r ×R = MO(R), (2.83)

cu aceasta teorema fiind demonstrată.

Teorema este o consecinţă a distributivităţii produsului vectorial ı̂n raport cu adu-
narea vectorilor. Rezultatul este valabil şi pentru un sistem compus din mai multe forţe
concurente, indiferent de polul de calcul al momentelor.

Sub această formă, teorema a fost prima dată demonstrată de către Pierre Varignon.
Ca o consecinţă a teoremei generalizate a lui Varignon se prezintă următoarea

observaţie.

Observaţia 2.11 Un sistem de vectori alunecători concurenţi (care acţionează ı̂n acelaşi
punct) se află ı̂n echilibru dacă rezultanta este nulă.
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Teorema 2.6 (Teorema aplicată a lui Varignon) Un sistem de vectori alunecători S
raportat la un reper triortogonal OXY Z care satisface condiţiile:

– rezultanta diferită de zero, R 6= 0,
– invariantul scalar egal cu zero,

I2 = R · MO = 0,

este echivalent cu un vector unic, iar momentul rezultant ı̂n raport cu polul O este egal
cu momentul vectorului rezultant calculat ı̂n acelaşi pol:

MO = MO(R).

Demonstraţie. Conform Teoremei a II-a de echivalenţă se consideră că sistemul dat
S este echivalent cu un sistem S ′ compus din doi vectori cu dreptele suport disjuncte
(oarecare ı̂n spaţiu):

S ∼ S ′, S ′ = {F 1, F 2}. (2.84)

Se notează (∆1) şi (∆2) dreptele suport ale vectorilor F 1, respectiv F 2. Avem:

R = F 1 + F 2, MO = MO(F 1) +MO(F 2), I2 = R · MO = 0,

conform condiţiei de echivalenţă.
Conform relaţiei (2.40), demonstrată ı̂n paragraful II.5, se poate scrie

I2 = F 1 · (B1B2 × F 2) = 0, (2.85)

unde B1 şi B2 sunt puncte arbitrare pe dreptele suport (∆1) şi (∆2), B1 ∈ (∆1),
B2 ∈ (∆2).

Conform proprietăţilor cunoscute ale produsului mixt a trei vectori, relaţia (2.85)
este satisfăcută dacă şi numai dacă dreptele suport (∆1) şi (∆2) ale vectorilor F 1,
respectiv F 2, sunt concurente sau paralele, vectorul B1B2 fiind arbitrar.

Dacă dreptele suport (∆1) şi (∆2) sunt concurente, vectorii F 1 şi F 2 se adună ı̂n
punctul de concurenţă conform regulii paralelogramului, având o rezultantă unică.

Dacă dreptele suport (∆1) şi (∆2) sunt paralele, vectorii F 1 şi F 2 se adună conform
teoremei de echivalenţă a vectorilor paraleli (Teorema 2.1), având o rezultantă unică.

În ambele cazuri, sistemul S ′ este echivalent cu un vector unic şi conform (2.84)
rezultă că şi sistemul dat S este echivalent cu un vector unic, situaţie ı̂n care pentru
sistemul S se aplică teorema generalizată a lui Varignon ı̂n raport cu polul O:

MO = MO(R),

momentul rezultant este egal cu momentul vectorului rezultant.
Cu aceasta, teorema aplicată a lui Varignon este demonstrată. Teorema este valabilă

indiferent de polul de calcul al momentelor.

Teorema aplicată a lui Varignon poate fi formulată restrâns astfel:
Pentru un sistem de vectori alunecători echivalent cu un vector unic, momentul

vectorului rezultant este egal cu suma vectorială a momentelor vectorilor sistemului,
calculată ı̂n raport cu acelaşi pol.

Ca o consecinţă a teoremei aplicate a lui Varignon se prezintă următoarea observaţie.
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Observaţia 2.12 Un sistem de vectori alunecători echivalent cu un vector unic poate
fi transformat ı̂ntr-un sistem de vectori ı̂n echilibru prin adăugarea unui vector direct
opus cu rezultanta.

II.8. Cazurile de reducere ale sistemelor de vectori alunecători

Prin stabilirea cazului de reducere al unui sistem de vectori alunecători se ı̂nţelege
precizarea sistemului simplu de vectori alunecători cu care acesta este echivalent sau
dacă este ı̂n echilibru.

Se consideră un sistem de vectori alunecători S raportat la un reper triortogonal
OXY Z. Cazul de reducere se apreciază ı̂n funcţie de cele trei caracteristici de bază ale
sistemului (Definiţia 2.3 cu relaţia (2.17)):

– rezultanta R;
– momentul rezultant ı̂n raport cu polul O, MO;
– scalarul torsorului I2 = R · MO.

Există patru cazuri de reducere ale sistemelor de vectori alunecători, adică trei
sisteme simple de vectori alunecători cu care sunt echivalente toate sistemele (sistemele
prezentate ı̂n paragraaful II.5) şi cazul de echilibru (SVA echivalent cu zero).

Cazurile de reducere ale sistemelor de vectori alunecători se numerotează ı̂n ordinea
egalităţii cu zero a caracteristicilor, primul caz are toate caracteristicile nule, ultimul
caz are toate caracteristicile nenule.

1. SVA ı̂n echilibru (echivalent cu zero): R = 0, MO = 0, cazul unu de reducere.

2. SVA echivalent cu un cuplu de vectori: R = 0, MO 6= 0, cazul doi de reducere.

3. SVA echivalent cu un vector unic: R = 0,MO = 0, sauMO 6= 0, I2 = R·MO = 0,
cazul trei de reducere.

4. SVA echivalent cu un torsor propriu zis: R 6= 0, MO 6= 0, I2 = R · MO 6= 0,
cazul patru de reducere.

II.9. Axa centrală a unui sistem de vectori alunecători.
Torsorul minim

Se consideră un sistem de vectori alunecători S raportat la un reper triortogonal
OXY Z, având dreptele suport ale vectorilor conţinute ı̂ntr-un domeniu D al spaţiului
tridimensional (D ⊂ R3), domeniu ce corespunde volumului unui corp solid rigid asupra
căruia acţionează sistemul de vectori.

Se notează R vectorul rezultant şi MO momentul rezultant ı̂n raport cu polul O
(originea reperului OXY Z) ale sistemului S.
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Conform definiţiei din paragraful II.4, al treilea invariant scalar al sistemului de
vectori este dat de proiecţia momentului rezultant pe direcţia rezultantei ((2.16)):

I3 =
R · MO

|R|
= prRMO, (2.86)

relaţie valabilă indiferent de polul ı̂n raport cu care se calculează momentul rezultant,
ı̂n mod curent polul O, originea reperului OXY Z.

Momentul rezultant ı̂n raport cu polul O se descompune pe două direcţii:

MO =MOn +MOp, (2.87)

unde MOn şi MOp sunt componentele normală, respectiv paralelă cu rezultanta ale
momentului rezultant:

MOn ⊥ R, MOp‖R. (2.88)

Conform (2.86)şi (2.88), valoarea algebrică a componentei paralelă cu rezultanta a
momentului rezultant este egală cu al treilea invariant scalar al sistemului:

MOp = I3 = prRMO. (2.89)

Deoarece componenta paralelă cu rezultanta este invariantă, la schimbarea polului
de calcul se modifică numai componenta normală pe rezultantă a momentului rezultant.
Se caută un punct C ı̂n domeniul de distribuţie (D) al vectorilor sistemului ı̂n care
componenta normală pe rezultantă a momentului rezultant calculat ı̂n raport cu acest
punct să se anuleze:

MC =MCp , MCp‖R şi MCn = 0.

Pe baza condiţiei de paralelism ı̂ntre momentul rezultant ı̂n raport cu punctul C şi
rezultantă se scrie operaţia vectorială:

R×MC = 0. (2.90)

Conform legii de variaţie a momentului la schimbarea polului ((1.85)), avem:

MO =MC + rC ×R, MC =MO − rC ×R, (2.91)

unde rC este vectorul de poziţie al punctului C ı̂n reperul considerat:

rC = OC. (2.92)

Din (2.90) şi (2.91) rezultă

R× (MO − rC ×R) = 0,

R×MO −R× (rC ×R) = 0,

sau ı̂ncă, dezvoltând dublul produs vectorial conform (1.26):

R×MO −R 2 · rC + (R · rC) ·R = 0,
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de unde rezultă vectorul de poziţie al punctului C:

rC =
R×MO

R 2
+

(
R · rC
|R|2

)
·R,

rC =
R×MO

R 2
+

(
R · rC
|R|

)
· uR, uR =

R

|R|
,

(2.93)

unde s-a notat uR versorul rezultantei sistemului de vectori S.
Se observă că primul termen din relaţia (2.93) reprezintă vectorul de poziţie ı̂n ra-

port cu originea al unui punct C0 din spaţiul tridimensional al reperului OXY Z, vector
perpendicular pe rezultanta sistemului de vectori S şi pe momentul rezultant ı̂n raport
cu polul O:

rC0 = OC0 = r0 =
R×MO

R 2
, |r0| =

|MO|
|R|

, (2.94)

r0 ⊥ R şi r0 ⊥MO. (2.95)

Paranteza din al doilea termen din relaţia (2.93) reprezintă proiecţia vectorului
de poziţie rC al punctului C pe direcţia rezultantei, conform definiţiei proiecţiei unui
vector pe o axă ((1.32)):

prR(rC) =
R · rC
|R|

= rC · uR. (2.96)

Conform (2.94) şi (2.96), relaţia (2.93) se scrie sub forma unei ecuaţii vectoriale cu
o infinitate de soluţii:

rC = rC0 + uR · prR(rC), rC0 ⊥ R (2.97)

având reprezentarea grafică dată ı̂n figura II.8, unde C0C este un vector coliniar cu
rezultanta:

C0C = (prR(rC)) · uR (2.98)

C

C

0

0

C

(     )

C

0

r

r
R

Figura II.8. Axa centrală a unui SVA

Notând λ′ = prR(rC), parametru real, ecuaţia (2.97) se scrie sub forma

(∆C) : rC = rC0 + λ′ · uR, λ′ ∈ R (2.99)

şi reprezintă ecuaţia vectorială a unei drepte ı̂n spaţiul tridimensional al reperului
OXY Z ([5], [24], [29]), locul geometric al punctului C. Această dreaptă se numeşte
axa centrală a sistemului de vectori şi se notează (∆C).
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Înlocuind ı̂n (2.99) vectorul de poziţie al punctului C0 şi versorul rezultantei conform
(2.94), respectiv (2.93), se obţine pentru axa centrală ecuaţia

(∆C) : r =
R×M0

R 2
+ λ ·R, λ ∈ R, (2.100)

unde λ este un parametru real (λ = λ′/|R|).
Ecuaţia (2.100) reprezintă ecuaţia vectorială a unei drepte paralelă cu direcţia rezul-

tantei.

Definiţia 2.5 Axa centrală a unui sistem de vectori alunecători este locul geometric al
punctelor C din domeniul de definiţie al vectorilor ı̂n raport cu care momentul rezultant
calculat este paralel cu vectorul rezultant

MC ‖ R, (2.101)

acest moment având valoarea minimă.

Proiecţia momentului rezultant pe direcţia rezultantei este o constantă a sistemului
de vectori, conform relaţiilor (2.16) şi (2.89).

Momentul rezultant minim al sistemului de vectori este momentul calculat ı̂n raport
cu un punct oarecare al axei centrale. Expresia de calcul se obţine ı̂nmulţind valoarea
scalară (algebrică), dată ca proiecţie a momentului rezultant ı̂n polul O pe direcţia
rezultantei, cu versorul rezultantei:

Mmin =MC = (prRMO) · uR, C ∈ (∆C). (2.102)

În conformitate cu relaţia (2.86) şi cu notaţia din (2.93) rezultă

Mmin =
R · MO

|R|
· R
|R|

=

(
R · M0

|R|2

)
·R. (2.103)

Observaţia 2.13 Relaţia (2.103) este valabilă indiferent de polul de calcul al momen-
tului rezultant.

Pe baza momentului rezultant minim se poate da o definiţie echivalentă a axei
centrale.

Definiţia 2.6 Axa centrală a unui sistem de vectori alunecători este dreapta suport a
momentului rezultant minim, cu condiţia ca acesta să fie nenul.

În funcţie de cele patru cazuri de reducere ale sistemelor de vectori alunecători se
pot enunţa următoarele concluzii asupra axei centrale.

1. În cazul SVA ı̂n echilibru (echivalent cu zero) nu se defineşte axa centrală.

2. În cazul SVA echivalent cu un cuplu de vectori nu se defineşte axa centrală,
deoarece momentul rezultant este acelaşi ı̂n orice punct şi este un vector liber.
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3. În cazul SVA echivalent cu un vector unic, momentul rezultant minim este nul.
În acest caz axa centrală este dreapta suport a rezultantei, care este vector
alunecător.

4. În cazul SVA echivalent cu un torsor propriu zis, rezultanta este un vector liber,
iar axa centrală este dreapta suport a momentului rezultant minim, care este
vector alunecător.

În figura II.9 s-a reprezentat axa centrală (∆C) a unui sistem de vectori alunecători
echivalent cu un torsor propriu-zis. Proiecţia momentului rezultant pe direcţia rezul-
tantei este o constantă a sistemului de vectori, egală cu momentul rezultant minim.

C

C Q

Q

min

0

C Q

C

Q

(     ) 0

r r

r  x R

r  x R

M

M

M

R

R

R

Figura II.9. Axa centrală a unui SVA torsor propriu-zis

Calculând rezultanta şi momentul rezultant ı̂n polul O ale sistemului de vectori S
conform relaţiilor (2.2) şi (2.4), ecuaţiile scalare ale axei centrale se obţin considerând
expresiile analitice ale rezultantei şi momentului rezultant:

R = Rx · i+Ry · j +Rz · k,
MO = MOx · i+MOy · j +MOz · k,

(2.104)

unde Rx, Ry, Rz reprezintă componentele scalare ale rezultantei şi MOx,MOy,MOz

componentele scalare ale momentului rezultant ı̂n polul O.
Înlocuind (2.104) ı̂n (2.100) se obţin pentru axa centrală a sistemului S următoarele

ecuaţii scalare:

x =
Ry · MOz −Rz · MOy

R2
x +R2

y +R2
z

+ λ ·Rx,

y =
Rz · MOx −Rx · MOz

R2
x +R2

y +R2
z

+ λ ·Ry,

z =
Rx · MOy −Ry · MOx

R2
x +R2

y +R2
z

+ λ ·Rz,

(2.105)

unde λ este un parametru real, λ ∈ R şi x, y, z sunt coordonatele unui punct C
aparţinând axei centrale (∆C).
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Definiţia 2.7 Se numeşte torsor minim sau torsor minimal al sistemului de vectori
alunecători S mulţimea compusă din rezultantă şi momentul rezultant minim, notată
prin simbolul:

Tmin(S) = {R,Mmin}. (2.106)

Momentul rezultant minim se calculează cu relaţia (2.103).

Observaţia 2.14 Torsorul minim se raportează la punctele axei centrale.

II.10. Cazuri particulare de sisteme de vectori alunecători

Se studiază două cazuri particulare de sisteme de vectori alunecători, sistemele de
vectori coplanari şi sistemele de vectori paraleli, care pot fi coplanari sau necoplanari.
Aceste sisteme particulare de vectori alunecători intervin ı̂n studiul static şi dinamic
al corpurilor solide rigide, de asemenea ı̂n disciplinele de Rezistenţa Materialelor şi
Mecanica Fluidelor.

II.10.1. Sisteme de vectori coplanari

Se consideră un sistem de vectori alunecători coplanari

S = {F 1, F 2, ..., F n} (2.107)

raportat la un reper triortogonal OXY Z, cu versorii axelor de coordonate OX,OY,OZ
notaţi i, j, respectiv k, astfel ı̂ncât planul vectorilor să coincidă cu planul OXY al
reperului.

Dreptele suport ale vectorilor (forţelor), notate (∆1), (∆2), ..., (∆n), sunt conţinute
ı̂n planul OXY , plan ce intersectează volumul geometric al unui corp solid rigid asupra
căruia acţionează sistemul de vectori.

În această ipoteză, forţele sistemului se scriu sub forma

F µ = Fµx · i+ Fµy · j, µ = 1, n, (2.108)

având câte două componente, pe OX şi pe OY .
Momentele forţelor sistemului ı̂n raport cu polul O (originea reperului) se scriu sub

forma

MO(F µ) = OP µ × F µ = MO(F µ) · k, Pµ ∈ (∆µ), µ = 1, n, (2.109)

fiind vectori pe axa OZ, conform definiţiei produsului vectorial, deoarece vectorii factori
OP µ şi F µ sunt conţinuţi ı̂n planul OXY .

Rezultanta sistemului este ((2.2)):

R =
n∑
µ=1

F µ =
n∑
µ=1

Fµx · i+
n∑
µ=1

Fµy · j, (2.110)
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iar momentul rezultant ı̂n raport cu polul O este ((2.4)):

MO =
n∑
µ=1

MO(F µ) =
n∑
µ=1

MO(F µ) · k. (2.111)

Al doilea invariant scalar al sistemului este nul

I2 = R · MO = 0, (2.112)

conform relaţiilor (2.110) şi (2.111), fiind produsul scalar a doi vectori perpendiculari.
Conform (2.110), (2.111) şi (2.112) sistemul este echivalent cu un vector unic – cazul

al treilea de reducere. Axa centrală este dreapta suport a rezultantei R, care este vector
alunecător.

Rezultanta şi momentul rezultant ı̂n raport cu polul O se scriu sub formele analitice:

R = Rx · i+Ry · j, MO =MOz · k, (2.113)

unde componentele scalare ale rezultantei şi momentului rezultant sunt date ı̂n relaţiile
(2.110) şi (2.111):

Rx =
n∑
µ=1

Fµx, Ry =
n∑
µ=1

Fµy, MOz =
n∑
µ=1

MO(F µ). (2.114)

Înlocuind (2.114) ı̂n relaţia (2.100) se obţine pentru axa centrală a sistemului ecuaţia:

(∆C) : r =
λ ·Rx +Ry · MOz

R2
x +R2

y

· i+
λ ·Ry −Rx · MOz

R2
x +R2

y

· j, (2.115)

sau ı̂ncă, prin eliminarea parametrului real λ:

(∆C) : x ·Ry − y ·Rx =MOz, (2.116)

unde (x, y) sunt coordonatele ı̂n planul OXY ale unui punct oarecare C aparţinând
axei centrale (∆C), care este dreapta suport a rezultantei.

Ecuaţia (2.116) este ecuaţia unei drepte conţinută ı̂n planul OXY şi se poate obţine
ı̂n acest caz de reducere şi prin aplicarea teoremei lui Varignon.

II.10.2. Sisteme de vectori paraleli

Se consideră un sistem de vectori alunecători paraleli

S = {F 1, F 2, ..., F n} (2.117)

raportat la un reper triortogonal OXY Z cu versorii axelor de coordonate OX,OY,OZ
notaţi i, j, respectiv k.

Dreptele suport ale vectorilor (forţelor), notate (∆1), (∆2), ..., (∆n), sunt paralele:

(∆1) ‖ (∆2) ‖ ... ‖ (∆n), (2.118)
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fiind conţinute ı̂ntr-un domeniu D al spaţiului tridimensional, domeniu ce corespunde
volumului geometric al unui corp solid rigid asupra căruia acţionează sistemul de vectori.

Se notează u versorul direcţiei comune a vectorilor sistemului (vector liber). În cazul
cel mai general versorul u are expresia analitică:

u = α · i+ β · j + γ · k, (2.119)

unde α, β şi γ sunt cosinusurile directoare care satisfac relaţia ([11], [12])

α2 + β2 + γ2 = 1. (2.120)

În această ipoteză, forţele sistemului se scriu sub forma

F µ = Fµ · u, µ = 1, n, (2.121)

unde Fµ sunt valorile algebrice ale acestora.
Avem: {

Fµ > 0, dacă F µ · u > 0

Fµ < 0, dacă F µ · u < 0
, µ = 1, n,

adică valoarea algebrică este pozitivă dacă forţa are acelaşi sens cu versorul şi negativă
dacă forţa are sens contrar versorului.

Cu relaţiile (2.121) momentele forţelor ı̂n raport cu polul O se scriu sub forma

−→
MO(F µ) = rµ × F µ = rµ × Fµ · u, (2.122)

unde rµ = OP µ, Pµ ∈ (∆µ), µ = 1, n şi sunt vectori perpendiculari pe direcţia comună
a forţelor, conform definiţiei produsului vectorial.

Rezultanta sistemului este ((2.2)):

R =
n∑
µ=1

F µ =
n∑
µ=1

Fµ · u, (2.123)

iar momentul rezultant ı̂n raport cu polul O este ((2.4)):

MO =
n∑
µ=1

MO(F µ) =

(
n∑
µ=1

Fµ · rµ

)
× u. (2.124)

Rezultanta este un vector paralel cu direcţia comună a forţelor, iar momentul rezul-
tant ı̂n polul O este perpendicular pe direcţia comună a forţelor, conform definiţiei
produsului vectorial:

R ‖ u şi MO ⊥ u. (2.125)

Al doilea invariant scalar al sistemului este nul

I2 = R · MO = 0, (2.126)

fiind produsul scalar a doi vectori perpendiculari, conform (2.125).
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Conform (2.123), (2.124) şi (2.126) sistemul este echivalent cu un vector unic – cazul
al treilea de reducere. Axa centrală este dreapta suport a rezultantei R, care este vector
alunecător.

Ecuaţia axei centrale se obţine ı̂n acest caz de reducere prin aplicarea teoremei lui
Varignon:

MO = MO(R), (2.127)

momentul rezultant al sistemului ı̂n polul O este egal cu momentul vectorului rezultant
ı̂n polul O.

Se notează C un punct oarecare de pe axa centrală (∆C), C ∈ (∆C). Avem:

MO(R) = rC ×R, rC = OC. (2.128)

Conform (2.124), (2.127) şi (2.128) rezultă:

rC ×R =

(
n∑
µ=1

Fµ · rµ

)
× u. (2.129)

Înlocuind (2.123) ı̂n (2.129) se obţine(
n∑
µ=1

Fµ

)
· rC × u =

(
n∑
µ=1

Fµ · rµ

)
× u, (2.130)

ecuaţie vectorială a cărei soluţie reprezintă ecuaţia axei centrale (suportul rezultantei):

(∆C) : rC =

n∑
µ=1

Fµ · rµ
n∑
µ=1

Fµ

+ λ · u, λ ∈ R, (2.131)

unde rC este vectorul de poziţie al unui punct oarecare C aparţinând axei centrale,
definit ı̂n relaţia (2.128), valorile algebrice ale forţelor Fµ, µ = 1, n sunt definite ı̂n
relaţia (2.121), vectorii de pozţie rµ sunt definiţi ı̂n relaţia (2.122):

rµ = OP µ, Pµ ∈ (∆µ), µ = 1, n,

iar λ este un parametru real.
Axa centrală este o dreaptă paralelă cu direcţia comună a forţelor.
Pentru a obţine ecuaţiile scalare ale axei centrale se stabilesc coordonatele punctelor

Pµ, µ = 1, n de pe dreptele suport ale forţelor ı̂n reperul OXY Z considerat:

Pµ(xµ, yµ, zµ) ∈ (∆µ), µ = 1, n, (2.132)

coordonate cu care vectorii de poziţie se scriu sub forma

rµ = xµ · i+ yµ · j + zµ · k, µ = 1, n. (2.133)
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Înlocuind (2.119) şi (2.133) ı̂n (2.131) se obţin pentru axa centrală a sistemului
următoarele ecuaţii scalare:

xC =
1

n∑
µ=1

Fµ

(
n∑
µ=1

Fµ · xµ

)
+ λ · α,

yC =
1

n∑
µ=1

Fµ

(
n∑
µ=1

Fµ · yµ

)
+ λ · β, λ ∈ R,

zC =
1

n∑
µ=1

Fµ

(
n∑
µ=1

Fµ · zµ

)
+ λ · γ,

(2.134)

unde λ este un parametru real şi xC , yC , zC sunt coordonatele unui punct oarecare C
aparţinând axei centrale (∆C).

În relaţia (2.122) punctele Pµ aparţinând dreptelor suport (∆µ), µ = 1, n ale forţelor
sunt alese arbitrar, conform definiţiei momentului polar.

Primul termen al sumei din relaţia (2.131) reprezintă vectorul de poziţie al unui
punct C0 al axei centrale (∆C):

rC0 = OC0 =

n∑
µ=1

Fµ · rµ
n∑
µ=1

Fµ

, C0 ∈ (∆C), (2.135)

punct care depinde de alegerea punctelor Pµ pe dreptele suport (∆µ), µ = 1, n ale
forţelor.

II.11. Distribuţii de forţe

În acest paragraf al cursului se studiază un alt caz particular de sisteme de vectori
alunecători, anume cazul ı̂n care repartizarea forţelor nu este distinctă, ci continuă ı̂n
spaţiu. Dacă acţiunea forţelor se manifestă ı̂n mod continuu ı̂ntr-un domeniu dat al
spaţiului tridimensional, fără să existe drepte suport discret precizate, se aplică modelul
fizic al distribuţiei de forţe.

O distribuţie de forţe este un model fizic aplicat pentru a modela contactul fizic
dintre două corpuri solide, rigide sau deformabile, sau efectul presiunii unui fluid asupra
corpurilor solide.

În particular, modelul fizic al distribuţiei de forţe este aplicat ı̂n disciplinele de
Rezistenţa Materialelor şi Mecanica Fluidelor.

În disciplina de Rezistenţa Materialelor modelul distribuţiei de forţe este aplicat ı̂n
cazul contactului dintre două corpuri solide (rigide).

În disciplina de Mecanica Fluidelor modelul distribuţiei de forţe este aplicat pentru
a reprezenta acţiunea presiunii unui fluid asupra corpurilor solide: presiunea unui fluid
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asupra pereţilor unui vas sau rezervor, presiunea apei asupra pieselor active ale unei
pompe, presiunea unui gaz asupra unui piston sau asupra unei pale de turbină, presiunea
apei asupra unui baraj etc.

În disciplinele tehnice, distribuţiile de forţe sunt aplicate pentru a modela contactul
fizic dintre piesele ı̂mbinate (legături statice, reazeme, dispozitive de strângere, cuple
cinematice etc.).

În cazul contactului fizic dintre două corpuri solide, acţiunea unui corp asupra
celuilalt poate fi reprezentată prin modelul distribuţiei de forţe, adică o mulţime in-
finită de forţe de mărime infinit mică, distribuite continuu pe suprafaţa de contact
dintre cele două corpuri, având direcţiile normale pe această suprafaţă ı̂n fiecare punct.
Dacă suprafţa de contact este o suprafaţă plană, distribuţia de forţe constituie un sistem
de vectori paraleli.

O distribuţie de forţe este definită prin intensitatea q, mărime scalară variabilă
pe suprafaţa de contact, care se măsoară ı̂n unităţi de forţă pe unitate de suprafaţă
〈N/m2〉. Dacă intensitatea q are aceeaşi valoare ı̂n orice punct al suprafeţei de contact,
distribuţia se numeşte uniformă.

În problemele de statică şi de dinamică plană, adică ı̂n cazul ı̂n care forţele aplicate
corpurilor şi reacţiunile acestora sunt coplanare, nu este necesar să se considere ı̂ntreaga
suprafaţă de contact dintre două corpuri, ci numai latura suprafeţei conţinută ı̂n planul
forţelor. Din acest motiv, ı̂n cursul de faţă se vor studia numai distribuţiile de forţe
coplanare aplicate normal (perpendicular) pe o linie materială, ı̂n particular pe o bară
rigidă rectilinie. O astfel de distribuţie de forţe constituie un sistem de vectori paraleli,
având intensitatea măsurată ı̂n newtoni pe metru 〈N/m〉.

II.11.1. Distribuţia oarecare de forţe paralele

Se consideră o bară dreaptă rigidă AB, de lungime ` 〈m〉, asupra căreia acţionează
o distribuţie de forţe paralele ı̂n acelaşi sens, perpendiculare pe bară, de intensitate
q 〈N/m〉 variabilă pe lungimea barei.

Se raportează bara la un reper triortogonal OXY Z cu originea ı̂n A şi cu axa
OX pe direcţia barei, astfel ı̂ncât bara să fie pe semiaxa pozitivă şi planul OXY să
coincidă cu planul distribuţiei de forţe (Fig. II.10). Notarea versorilor este cea curentă
(OX,OY,OZ − i, j, k).

C B X

Y
b

0 = A

Q
q (x)

Figura II.10. Distribuţia oarecare de forţe
Este cunoscută funcţia

q = q(x), x ∈ [0, `], 〈q〉 =
N

m
, (2.136)
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intensitatea distribuţiei de forţe pe lungimea barei, funcţie continuă, bijectivă şi inte-
grabilă conform definiţiei Riemann ([1], [16], [23]) pe intervalul [0, `].

Forţele distribuţiei au direcţia axei OY . Dacă forţele acţionează ı̂n acelaşi sens ı̂n
fiecare punct al barei, funcţia q(x) este pozitiv definită.

Distribuţia de forţe constituie un sistem de vectori paraleli cu axa OY ı̂n sens negativ
şi se reduce la o rezultantă unică conform II.10.2, notată Q.

Asupra unui element de lungime infinit mică al barei (dx), aflat la distanţa x de ori-
gine, acţionează forţa elementară dQ, egală cu produsul dintre intensitatea distribuţiei
ı̂n acel punct q(x) şi elementul de lungime:

dQ = q(x) · dx 〈N〉 , dQ = −dQ · j. (2.137)

Rezultanta distribuţiei de forţe este dată de integrala Riemann a forţei elementare
([1], [16], [23]):

Q =

∫ `

0

dQ =

∫ `

0

q(x) · dx 〈N〉 , Q = −Q · j (2.138)

şi este un vector paralel cu axa OY ı̂n sens negativ.
Momentul forţei elementare ı̂n raport cu polul O (originea reperului) sau momentul

elementar este definit de relaţia:

dMO = r × dQ 〈N ·m〉 , r = x · i, (2.139)

unde r este vectorul de poziţie al elementului de bară pe care acţionează forţa elemen-
tară.

Momentul rezultant al distribuţiei de forţe ı̂n raport cu polul O este dat de integrala
Riemann a momentului elementar ([1], [16], [23]):

MO =

∫ `

0

dMO =

∫ `

0

r × dQ 〈N ·m〉 . (2.140)

Din (2.137), (2.139) şi (2.140) se obţine pentru momentul rezultant ı̂n polul O:

MO =

∫ `

0

x · i× (−q(x)dx · j), MO = −
∫ `

0

x · q(x)dx · (i× j),

sau ı̂ncă, ı̂nlocuind produsul vectorial al versorilor conform (1.65):

MO = −
∫ `

0

x · q(x)dx · k 〈N ·m〉 (2.141)

şi este un vector pe axa OZ, ı̂n sens negativ.
Punctul de aplicaţie al rezultantei Q este un punct al barei, notat C. Pentru deter-

minarea acestuia se aplică teorema lui Varignon distribuţiei de forţe, momentul rezul-
tant ı̂n raport cu polul O este egal cu momentul vectorului rezultant ı̂n polul O:

MO = MO(Q). (2.142)
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Momentul rezultantei ı̂n raport cu polul O este dat de relaţia

MO(Q) = rC ×Q 〈N ·m〉 , (2.143)

unde rC este vectorul de poziţie al punctului C.
Notând b braţul rezultantei (abscisa punctului C), avem

rC = b · i, b = OC = AC. (2.144)

Din (2.143) şi (2.144) rezultă

MO(Q) = b · i×Q. (2.145)

Din (2.138) şi (2.145) se obţine pentru momentul rezultantei

MO(Q) = −b
∫ `

0

q(x)dx · (i× j),

sau ı̂ncă, ı̂nlocuind produsul vectorial al versorilor conform (1.65):

MO(Q) = −b
∫ `

0

q(x)dx · k 〈N ·m〉 ., (2.146)

Din (2.141), (2.142) şi (2.146) rezultă

b =

∫ `
0
x · q(x)dx∫ `
0
q(x)dx

〈m〉 , (2.147)

relaţie care dă poziţia punctului de aplicaţie al rezultantei pe bară (braţul rezultantei).
În continuare se prezintă două cazuri particulare de distribuţii de forţe paralele.

II.11.2. Distribuţia uniformă de forţe paralele

Se consideră o bară dreaptă rigidă AB, de lungime ` 〈m〉, asupra căreia acţionează
o distribuţie de forţe paralele ı̂n acelaşi sens, perpendiculare pe bară, de intensitate
constantă q 〈N/m〉 pe lungimea barei.

Se raportează bara la un reper triortogonal OXY Z cu originea ı̂n A şi axa OX pe
direcţia barei, astfel ı̂ncât bara să fie pe semiaxa pozitivă şi planul OXY să coincidă
cu planul distribuţiei de forţe (Fig. II.11).

C B X

Y
b

0 = A

Q q

Figura II.11. Distribuţia uniformă de forţe paralele
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Avem:

q = q(x) = const.

〈
N

m

〉
, x ∈ [0, `]. (2.148)

Conform (2.138) rezultanta distribuţiei este

Q = q · ` 〈N〉 , (2.149)

iar braţul rezultantei ı̂n raport cu polul O este conform (2.147):

b =
`

2
〈m〉 . (2.150)

II.11.3. Distribuţia liniară de forţe paralele

Se consideră o bară dreaptă rigidă AB, de lungime ` 〈m〉, asupra căreia acţionează o
distribuţie de forţe paralele ı̂n acelaşi sens, perpendiculare pe bară, de intensitate liniar
variabilă pe lungimea barei. Intensitatea distribuţiei este nulă ı̂n punctul A şi egală cu
q0 〈N/m〉 ı̂n punctul B.

Se raportează bara la un reper triortogonal OXY Z cu originea ı̂n A şi axa OX pe
direcţia barei, astfel ı̂ncât bara să fie pe semiaxa pozitivă şi planul OXY să coincidă
cu planul distribuţiei de forţe (Fig. II.12).

C B X

Y
b

0 = A

Q
0

q

Figura II.12. Distribuţia liniară de forţe paralele
Avem

q = q(x) = q0 ·
x

`

〈
N

m

〉
, x ∈ [0, `]. (2.151)

Conform (2.138) rezultanta distribuţiei este

Q =
1

2
q0 · ` 〈N〉 , (2.152)

iar braţul rezultantei ı̂n raport cu polul O este conform (2.147):

b =
2

3
` 〈m〉 . (2.153)
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Capitolul III

CENTRE DE GREUTATE

După cum s-a menţionat ı̂n Introducere, paragraful Modele simplificatoare ale meca-
nicii, există două modele de bază ale mecanicii clasice, corpul solid rigid şi punctul
material. Centrul de greutate este o noţiune fizică care se defineşte ı̂n cazul modelului
de corp material solid şi ı̂n cazul modelului de sistem de puncte materiale.

În cazul unui corp material solid, rigid sau deformabil, centrul de greutate se
defineşte ı̂n condiţiile ı̂n care corpul are o masă finită (măsurabilă), dimensiuni fi-
nite (măsurabile) şi o formă geometrică precizată. Centrul de greutate este punctul
convenţional de aplicaţie al forţei de greutate a corpului, considerată ca vector legat.
Centrul de greutate există ı̂n condiţiile prezenţei unui câmp gravitaţional, adică ı̂n
cazul corpurilor solide aflate ı̂n câmpul gravitaţional terestru. În absenţa câmpului
gravitaţional, noţiunea de centru de greutate este ı̂nlocuită cu noţiunea de centru de
masă sau centrul maselor, care este ı̂n legătură cu proprietatea de inerţie a materiei.

Noţiunea de centru de masă ı̂n cazul unui corp solid sau centrul maselor ı̂n cazul
unui sistem de corpuri are un caracter mai general decât noţiunea de centru de greutate.

Pentru a obţine relaţia de calcul a centrului de greutate al unui corp material solid
se vor aplica rezultatele demonstrate ı̂n II.10.2, Sisteme de vectori paraleli.

Aşa cum s-a menţionat ı̂n Introducere, paragraful Modele simplificatoare ale mecanicii,
punctul material este modelul prin care se atribuie o masă (finită) unui punct din spaţiul
tridimensional.

III.1. Centrul de greutate al unui sistem de puncte materiale

Se consideră un sistem de n puncte materiale

S0 = {P1, P2, ..., Pn}, (3.1)

având masele m1,m2, ..., respectiv mn.
Se raportează sistemul de puncte materiale S0 la un reper triortogonal OXY Z cu

versorii axelor OX,OY,OZ notaţi i, j respectiv k, cu axa OZ ı̂n poziţie verticală. Se
cunosc coordonatele poziţiilor punctelor materiale ı̂n reperul OXY Z:

Pµ(xµ, yµ, zµ), µ = 1, n, (3.2)

coordonate care dau expressile analitice ale vectorilor de poziţie ai punctelor materiale:

rµ = OP µ = xµ · i+ yµ · j + zµ · k, µ = 1, n. (3.3)
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În câmpul gravitaţional terestru, asupra fiecărui punct material aparţinând siste-
mului S0 acţionează forţa de greutate:

Gµ = mµ · g, µ = 1, n, (3.4)

unde g reprezintă acceleraţia gravitaţională, vector liber având direcţia verticală şi
sensul ı̂n jos, adică pe axa OZ ı̂n sens negativ.

Forţele de greutate ale punctelor materiale ale sistemului S0 constituie un sistem de
forţe paralele de acelaşi sens:

S = {G1, G2, ..., Gn}, (3.5)

fiind vectori legaţi de punctele P1, P2, ..., respectiv Pn.
Versorul direcţiei comune a forţelor de greutate este k, versorul axei OZ, conform

alegerii reperului.
Conform II.10.2, sistemul de forţe paralele S se reduce la o rezultantă unică, care

este forţa de greutate totală a sistemului de puncte materiale:

G = G1 +G2 + · · ·+Gn =
n∑
µ=1

Gµ. (3.6)

În aceste condiţii se pune problema determinării centrului de greutate al sistemului
de puncte materiale S0, care este punctul convenţional de aplicaţie al forţei de greutate
totală considerată ca vector legat, rezultanta sistemului de forţe S.

Conform II.10.2, rezultanta unui sistem de vectori alunecători paraleli este un vector
alunecător având ca dreaptă suport axa centrală a sistemului. Concluzia este valabilă
şi pentru sistemul de vectori legaţi S definit ı̂n (3.5). Condiţiile de legătură ale forţelor
de greutate Gµ de punctele de aplicaţie Pµ, µ = 1, n, intervin ı̂n calcularea momentelor
acestor forţe.

Conform (2.131), ecuaţia suportului rezultantei G a sistemului forţelor de greutate
S este:

(∆) : r =

n∑
µ=1

Gµ · rµ
n∑
µ=1

Gµ

+ λ · k, λ ∈ R, (3.7)

unde Gµ sunt valorile algebrice (scalare) ale forţelor de greutate, negativ definite con-
form alegerii reperului:

Gµ = −mµ · g, µ = 1, n, (3.8)

vectorii rµ, µ = 1, n, sunt definiţi de relaţiile (3.3), iar λ este un parametru real.
Primul termen din relaţia (3.7) reprezintă vectorul de poziţie al unui punct C de

pe suportul rezultantei:

rC =

n∑
µ=1

mµrµ

n∑
µ=1

mµ

, (3.9)
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relaţie ı̂n care s-au ı̂nlocuit forţele de greutate conform (3.8).
Între punctele O (originea reperului), C şi Pµ, µ = 1, n, se scriu următoarele relaţii

vectoriale (legile de variaţie ale coordonatelor la translaţia axelor):

OP µ = OC + CP µ, rµ = rC + CP µ, µ = 1, n. (3.10)

Înlocuind (3.10) ı̂n (3.9), avem

n∑
µ=1

mµ · rC =
n∑
µ=1

mµ · (rC + CP µ),

de unde rezultă
n∑
µ=1

mµ · CP µ = 0. (3.11)

În continuare se demonstrează că punctul C este unic determinat pentru sistemul
de puncte materiale S0, adică există un singur punct C care verifică relaţia (3.11).

Între punctele C,P1, P2, ..., Pn se scriu următoarele relaţii vectoriale:

CP µ = CP 1 + P1Pµ, µ = 2, n. (3.12)

Înlocuind (3.12) ı̂n (3.11), avem

n∑
µ=1

mµ · CP 1 +
n∑
µ=2

mµ · P1Pµ = 0,

de unde rezultă

P1C =
1

n∑
µ=1

mµ

·

(
n∑
µ=2

mµ · P1Pµ

)
, (3.13)

relaţie care dă vectorul de poziţie al punctului C ı̂n raport cu punctul P1 ı̂n funcţie de
vectorii P1Pµ, µ = 2, n, adică ı̂n funcţie de poziţiile reciproce ale punctelor materiale
din sistemul S0.

Relaţia (3.13) arată că punctul C este unic determinat ca soluţie a ecuaţiei vectoriale
(3.11) şi nu depinde de reperul la care este raportat sistemul de puncte materiale.

Punctul C este o proprietate intrinsecă a sistemului de puncte materiale, adică
poziţia sa ı̂n sistem nu depinde de reperul de referinţă.

În concluzie, punctul C se consideră ca punct de aplicaţie al forţei de greutate totală,
rezultanta forţelor de greutate ale punctelor materiale din sistemul S0 definit ı̂n (3.1).
Punctul C se numeşte centrul de greutate al sistemului de puncte materiale.

În ipoteza ı̂n care sistemul de puncte materiale S0 este raportat la un reper tri-
ortogonal OXY Z, relaţia de calcul a centrului de greutate C este relaţia (3.9):

OC = rC =

n∑
µ=1

mµ · rµ
n∑
µ=1

mµ

, (3.14)
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unde mµ sunt masele punctelor materiale, iar rµ, µ = 1, n, sunt vectorii de poziţie ı̂n
reperul considerat.

În continuare se demonstrează că punctul C are aceeaşi poziţie relativă ı̂n raport cu
punctele materiale ale sistemului S0 indiferent de reperul de referinţă.

Se consideră sistemul de puncte materiale S0 definit ı̂n (3.1) raportat la două repere
triortogonale distincte OXY Z şi QX ′Y ′Z ′. Centrul de greutate ı̂n reperul OXY Z se
notează C, iar centrul de greutate ı̂n reperul QX ′Y ′Z ′ se notează C ′. Conform (3.9)
vectorii de poziţie ai punctelor C şi C ′ sunt daţi de relaţiile (Fig. III.1):

O Y

Y’

Z Z’

X

X’

P

P

P

r

r’r

r

r’

r’r

r

r’

n

2

1

1

22

n

n

C
C

Q

1

C

Q

Figura III.1. Sistem de puncte materiale

rC = OC =

n∑
µ=1

mµ · rµ
n∑
µ=1

mµ

, rµ = OPµ, (3.15)

r ′C′ = QC ′ =

n∑
µ=1

mµ · r ′µ
n∑
µ=1

mµ

, r ′µ = QPµ. (3.16)

Între punctele O,Q şi Pµ, µ = 1, n, se scriu următoarele relaţii vectoriale (legile de
variaţie ale coordonatelor la translaţia axelor ı̂ntre reperul OXY Z şi un reper cu axele
paralele cu originea ı̂n Q):

rµ = OQ+ r ′µ, µ = 1, n. (3.17)

Înlocuind (3.17) ı̂n (3.15), se obţine

rC = OC =

n∑
µ=1

mµ(OQ+ r ′µ)

n∑
µ=1

mµ

= OQ+

n∑
µ=1

mµ · r ′µ
n∑
µ=1

mµ

· (3.18)
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Înlocuind (3.16) ı̂n (3.18), rezultă

OC = OQ+QC ′, (3.19)

relaţie care arată că punctele C şi C ′ coincid ca poziţie, indiferent de reperul de referinţă.

III.2. Centrul de greutate al unui corp material solid

Pentru corpurile materiale solide, rigide sau deformabile, centrul de greutate se
determină ı̂n condiţiile ı̂n care acestea au o masă finită (măsurabilă), dimensiuni finite
(măsurabile) şi o formă geometrică definită.

Un corp material solid este echivalent cu un sistem de puncte materiale infinite
ca număr, distribuite continuu ı̂n spaţiul geometric pe care ı̂l ocupă, deoarece masa
corpului este infinit divizibilă pe volum. Masa unui astfel de punct material este infinit
mică, dm→ 0.

În cazul cel mai general, corpurile materiale solide sunt tridimensionale, având un
volum finit (V ) şi o masă finită (M), distribuită ı̂n acel volum. Poziţia centrului de
greutate al unui corp material solid nu depinde de proprietăţile de rigiditate sau de
deformabilitate.

Se consideră un corp material solid (S), rigid sau deformabil, raportat la un reper
triortogonal OXY Z cu versorii axelor OX,OY,OZ notaţi i, j, respectiv k. Masa finită
a corpului (S) se ı̂mparte ı̂ntr-un număr infinit de mase elementare, dmµ, µ = 1, n,
n→∞.

Aplicând relaţia (3.14) pentru determinarea centrului de greutate al sistemului de
puncte materiale constituit din masele elementare ale corpului (S), avem:

rC =

n∑
µ=1

dmµ · rµ
n∑
µ=1

dmµ

, (3.20)

relaţie care dă vectorul de poziţie al centrului de greutate al corpului (S) ı̂n reperul
considerat.

Pentru n → ∞, masele elementare sunt infinit mici, dmµ → 0, µ = 1, n, iar relaţia
(3.20) devine:

rC =

∫
(M)

r · dm∫
(M)

dm
=

1

M

∫
(M)

r · dm, (3.21)

unde dm este elementul de masă (masa elementară) şi s-a notat M masa corpului,
mărime fizică scalară 〈Kg〉.

Integralele din relaţia (3.21) sunt integrale Stieltjes ([2], [8], [23]), având unele pro-
prietăţi similare integralei Riemann ([1], [16], [23]), definite pe domeniul masic (masa
corpului).

Relaţia (3.21) este formula generală pentru determinarea centrului de greutate al
corpurilor materiale solide, rigide sau deformabile. Relaţia are mai multe forme par-
ticulare, pentru corpuri omogene, care au aceeaşi densitate pe tot volumul şi pentru
corpuri omogene cu forme geometrice particulare.
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Un corp material solid poate fi asimilat cu un sistem de puncte materiale infinite
ca număr, distribuite continuu ı̂n volumul său. Masa şi volumul unui astfel de punct
material sunt infinit mici (dm, dV ) şi sunt legate prin relaţia:

dm = ρ · dV, (3.22)

unde ρ este densitatea volumetrică a corpului ı̂n punctul respectiv, mărime fizică scalară
〈Kg/m3〉.

Un corp material solid este omogen dacă densitatea este aceeaşi ı̂n orice punct, adică
constantă pe volumul corpului.

Înlocuind (3.22) ı̂n (3.21), se obţine formula generală pentru determinarea centrului
de greutate al corpurilor solide omogene:

rC =

∫
(D)

r · dV∫
(D)

dV
=

1

V

∫
(D)

r · dV, (3.23)

unde (D) este domeniul tridimensional al volumului corpului, dV este elementul de
volum (volumul elementar) şi s-a notat V volumul corpului, mărime scalară finită 〈m3〉.

Integralele din relaţia (3.23) sunt integrale de volum ([2], [8], [23]) definite pe dome-
niul tridimensional al volumului corpului (integrale Riemann triple).

Dacă una dintre cele trei dimensiuni ale corpului material solid este mică ı̂n raport
cu celelalte două şi poate fi neglijată, corpul solid se prezintă prin modelul de suprafaţă
materială, care are o arie finită (A) şi o masă finită (M) distribuită pe acea arie.

O suprafaţă materială (Σ) poate fi asimilată cu un sistem de puncte materiale infinite
ca număr, distribuite continuu pe aria sa. Masa şi aria unui astfel de punct material
sunt infinit mici (dm, dA) şi sunt legate prin relaţia

dm = ρ · dA, (3.24)

unde ρ este densitatea superficială ı̂n punctul respectiv, mărime fizică scalară 〈Kg/m2〉.
O suprafaţă materială este omogenă dacă densitatea este aceeaşi ı̂n orice punct,

adică constantă pe aria suprafeţei.
Înlocuind (3.24) ı̂n (3.21), se obţine formula generală pentru determinarea centrului

de greutate al suprafeţelor materiale omogene:

rC =

∫
(Σ)
r · dA∫

(Σ)
dA

=
1

A

∫
(Σ)

r · dA, (3.25)

unde (Σ) este domeniul bidimensional al ariei suprafeţei materiale, dA este elementul
de arie (aria elementară) şi s-a notat A aria suprafeţei, mărime scalară finită 〈m2〉.

Integralele din relaţia (3.25) sunt integrale de suprafaţă ([2], [8], [23]) definite pe
domeniul bidimensional al ariei suprafeţei materiale. Dacă suprafaţa este plană, acestea
sunt integrale Riemann duble.

Dacă două dintre dimensiunile corpului material solid sunt mici ı̂n raport cu cea
de-a treia şi pot fi neglijate, corpul solid se prezintă prin modelul de linie materială,
care are o lungime finită (L) şi o masă finită (M) distribuită pe acea lungime.
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O linie materială (Γ) poate fi asimsilată cu un sistem de puncte materiale infinite
ca număr, distribuite continuu pe lungimea sa. Masa şi lungimea unui astfel de punct
material sunt infinit mici (dm, ds) şi sunt legate prin relaţia

dm = ρ · ds, (3.26)

unde ρ este densitatea liniară ı̂n punctul respectiv, mărime fizică scalară 〈Kg/m〉.
O linie materială este omogenă dacă densitatea este aceeaşi ı̂n orice punct, adică

constantă pe lungimea sa.
Înlocuind (3.26) ı̂n (3.21), se obţine formula generală pentru determinarea centrului

de greutate al liniilor materiale omogene:

rC =

∫
(Γ)
r · ds∫

(Γ)
ds

=
1

L

∫
(Γ)

r · ds, (3.27)

unde (Γ) este domeniul unidimensional al lungimii liniei materiale, adică curba de contur
a liniei, ds este elementul de curbă (lungimea elementară) şi s-a notat L lungimea liniei,
mărime scalară finită 〈m〉.

Integralele din relaţia (3.27) sunt integrale curbilinii ([2], [8], [23]) definite pe dome-
niul unidimensional al curbei de contur a liniei materiale. Dacă curba de contur este
un segment de dreaptă, acestea sunt integrale Riemann simple.

Observaţia 3.1 Relaţia (3.27) nu se aplică pentru fire materiale flexibile care se de-
formează sub acţiunea greutăţii proprii.

În continuare se prezintă centrele de greutate ale unor corpuri solide omogene
de forme geometrice particulare ([12], [17], [23]). Rezultatele sunt prezentate fără
demonstraţie, fiind obţinute prin aplicarea formulelor de calcul (3.23), (3.25) şi (3.27).

III.2.1. Centrele de greutate ale corpurilor unidimensionale
de forme particulare

Un corp material solid este unidimensional dacă două dintre dimensiunile sale sunt
neglijabile ı̂n raport cu a treia, anume lungimea. Un corp solid unidimensional se
prezintă prin modelul mecanic de bară materială, dacă opune rezistenţă la schimbarea
formei sau fir material, dacă rezistenţa opusă la schimbarea formei este neglijabilă.

Barele materiale pot fi plane sau spaţiale. Cel mai simplu model de bară materială
este bara rectilinie (dreaptă). În cursul de faţă se prezintă numai centrele de greutate
ale barelor plane omogene.

Firele materiale pot fi de greutate neglijabilă, utilizate pentru legarea corpurilor
materiale solide ale unui sistem mecanic, sau pot fi de greutate măsurabilă, caz ı̂n care
poziţia de echilibru static a firului este dată de ecuaţia lănţişorului ([13], [17]). În cursul
de faţă se prezintă problema de echilibru static a firului material omogen de greutate
dată.
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III.2.1.1. Centrele de greutate ale barelor materiale omogene

Se prezintă două cazuri de bare plane omogene şi cazul barei compuse.
Centrul de greutate al unei bare drepte se află la jumătatea sa. Dacă bara, notată

AB, se raportează la un reper OXY Z, coordonatele centrului de greutate se obţin ca
medie aritmetică a coordonatelor extremităţilor:

xC =
1

2
(xA + xB), yC =

1

2
(yA + yB), zC =

1

2
(zA + zB). (3.28)

Centrul de greutate al unei bare ı̂n formă de arc de cerc de rază R şi unghi la centru
2α se află pe axa de simetrie, la distanţa ([12], [22])

d = R · sinα

α
(3.29)

faţă de centrul geometric (centrul conturului circular), cu unghiul α exprimat ı̂n radiani.
Pentru bara ı̂n formă de semicerc şi bara ı̂n formă de sfert de cerc relaţia (3.29) se

particularizează ı̂n formele (Fig. III.2 a şi b):

B

( () )

x

y

a b

B

A AX X

C
C

C

C

O O

Y Y

G G

Figura III.2. Centrele de greutate ale barelor circulare

xC = 0, yC = OC =
2R

π
, (3.30)

respectiv

OC =
2R

π

√
2, xC = yC =

2R

π
· (3.31)

Pentru o bară materială omogenă (Γ) compusă din n porţiuni plane sau spaţiale
raportată la un reper OXY Z, pentru care se cunosc poziţiile centrelor de greutate ale
porţiunilor Cµ, µ = 1, n, vectorul de poziţie al centrului de greutate este dat de relaţia

rC =

n∑
µ=1

`µ · rCµ
n∑
µ=1

`µ

=
1

L

n∑
µ=1

`µ · rCµ , (3.32)
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unde `µ şi rCµ , µ = 1, n, sunt lungimile barelor componente, respectiv vectorii de poziţie
ai centrelor de greutate, iar L este lungimea totală a barei.

Coordonatele centrului de greutate al barei (Γ) se obţin prin proiectarea relaţiei
(3.32) pe axele de coordonate:

xC =
1

L

n∑
1

`µ · xCµ , yC =
1

L

n∑
1

`µ · yCµ , zC =
1

L

n∑
1

`µ · zCµ , (3.33)

unde (xCµ , yCµ , zCµ) sunt coordonatele centrelor Cµ, µ = 1, n.

III.2.1.2. Echilibrul firului material omogen
suspendat la extremităţi

Una din problemele mecanicii clasice care se ı̂ncadrează ı̂n capitolul centrelor de
greutate este problema de echilibru static a unui fir material omogen suspendat la
extremităţi sub acţiunea greutăţii proprii.

Pentru studiul echilibrului firului material omogen se folosesc funcţiile hiperbolice
sinus şi cosinus din analiza matematică: sinus hiperbolic şi cosinus hiperbolic. Acestea
sunt definite pentru x ∈ R prin relaţiile ([16], [23]):

shx =
1

2
(ex − e−x), chx =

1

2
(ex + e−x) (3.34)

şi au următoarele proprietăţi:

shx = −sh (−x), chx = ch (−x),

d

dx
(shx) = (sh x)′ = chx,

d

dx
(chx) = (chx)′ = shx,

(chx)2 − (shx)2 = 1, x ∈ R (3.35)

Se consideră un fir material omogen de lungime dată cu extremităţile notate A
şi B. Firul este flexibil, adică nu opune rezistenţă la schimbarea formei şi inextensibil,
adică nu-şi modifică lungimea sub acţiunea forţei de tensiune internă sau externă (nu
se ı̂ntinde).

Dacă extremităţile A şi B ale firului se fixează la o distanţă orizontală mai mică
decât lungimea firului, se pune problema de a determina forma geometrică a firului,
adică curba de contur, ı̂n condiţiile ı̂n care asupra acestia acţionează numai greutatea
proprie.

Se notează:

M – masa firului 〈Kg〉,
L – lungimea firului 〈m〉,
ρ – densitatea liniară a firului 〈Kg/m〉,

(Γ) – curba de contur a firului suspendat,
ds – elementul de arc al curbei de contur,
dm – elementul de masă al firului (masa elementară).
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Masa firului, densitatea şi lungimea sunt legate prin relaţia

M = ρ · L 〈Kg〉 . (3.36)

Masa elementară, densitatea şi lungimea elementară (elementul de arc) sunt legate
prin relaţia (3.26):

dm = ρ · ds, (3.37)

firul fiind un model mecanic din categoria liniilor materiale.
Ca ipoteză se consideră cunoscute lungimea firului, densitatea liniară

L 〈m〉 , ρ 〈Kg/m〉

şi poziţiile punctelor de suspensie A şi B.
Se determină ecuaţia curbei de contur a firului

(Γ) : y = y(x), (3.38)

ı̂ntr-un reper ales ı̂n anumite condiţii, curbă conţinută ı̂n planul vertical al punctelor A
şi B.

În orice punct al firului suspendat este prezentă o forţă de tensiune internă, minimă
ı̂n punctul cel mai de jos (vârful curbei de contur) şi maximă ı̂n punctul cel mai de sus
(A sau B).

Într-un punct oarecare P al firului suspendat, forţele interne care acţionează asupra
elementului de lungime sunt (Fig. III.3):

d
−→
G – greutatea elementară, pe direcţie verticală,
T – tensiunea internă ı̂n jos, tangentă la curba (Γ),

T + dT – tensiunea internă ı̂n sus, tangentă la curba (Γ),

unde s-a notat dT variaţia infinit mică a tensiunii interne, orientată ı̂n sens crescător.
Se raportează planul curbei (Γ) la un reper ortogonal OXY cu axa OY ı̂n poziţie

verticală, astfel ı̂ncât originea să coincidă cu punctul cel mai de jos al curbei, notat V .

( )

-a

ds

dG

B

XO

Y

A

bV

T+dT

T

PG

j

Figura III.3. Echilibrul firului omogen suspendat

În această ipoteză, lungimea curentă a arcului de curbă
_

OP este dată de integrala
([1], [23], [25]):

s(x) =

∣∣∣∣∫ x

0

√
1 + y′2 dx

∣∣∣∣ , y′ =
dy

dx
, (3.39)
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unde y′ este derivata ı̂n raport cu x a funcţiei (3.38).
Greutatea elementară se scrie ca produs dintre masa elementară şi acceleraţia gra-

vitaţională:

dG = g · dm,

sau ı̂ncă, conform (3.37):

dG = −ρ · g · ds · j. (3.40)

Se notează Tx, Ty componentele tensiunii interne pe axele OX, respectiv OY . Avem:

dT = dTx · i+ dTy · j. (3.41)

Se scrie condiţia de echilibru static a elementului de lungime al firului ([13], [30]):

dG+ dT = 0,

ecuaţie care se proiectează pe axele OX şi OY , obţinând conform (3.40) şi (3.41):

dTx = 0 şi dTy = ρ · g · ds, (3.42)

ecuaţii diferenţiale scalare.
Integrând ecuaţiile (3.42), rezultă

|Tx| = T0 = const. şi |Ty| = ρ · g · s, (3.43)

unde s este lungimea curentă a arcului de curbă dată de (3.39).

Observaţia 3.2 Tensiunea Tx este pozitivă sau negativă, ı̂n funcţie de segmentul de

fir secţionat pe care acţionează,
_

PA sau
_

PB. Tensiunea Ty este negativă.

Deoarece tensiunea internă este tangentă la curba de contur, avem

Ty
Tx

= tgϕ =
dy

dx
, (3.44)

unde ϕ este unghiul tangentei la curba (Γ).
Din (3.43) şi (3.44) rezultă ∣∣∣∣dydx

∣∣∣∣ =
ρ · g
T0

· s, (3.45)

sau ı̂ncă, ı̂nlocuind conform (3.39):

y′ =
dy

dx
=

1

p

∫ x

0

√
1 + y′2 · dx, (3.46)

unde s-a notat raportul constant pozitiv

p =
T0

ρ · g
, 〈p〉 = m. (3.47)
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Derivând ecuaţia (3.46) ı̂n raport cu x, avem

dy′

dx
=

1

p

√
1 + y′2,

de unde se obţine prin separarea variabilelor

dy′√
1 + y′2

=
dx

p
· (3.48)

Integrând ecuaţia (3.48), rezultă

ln
(
y′ +

√
1 + y′2

)
=
x

p
, (3.49)

constanta de integrare fiind nulă ı̂n condiţia ı̂n care tangenta ı̂n origine la curba (Γ)
este orizontală, y′(0) = 0.

Observaţia 3.3 În ecuaţia (3.49), abscisa x este negativă sau pozitivă, ı̂n funcţie de
poziţia punctului P (Fig. III.3).

Ecuaţia (3.49) se scrie sub forma

y′ +
√

1 + y′2 = exp

(
x

p

)
şi se dezvoltă ı̂n continuare obţinând

dy

dx
= y′ = sh

(
x

p

)
· (3.50)

Deoarece funcţia sinus hiperbolic este impară şi funcţia y′(x) este negativă pentru
x < 0 şi pozitivă pentru x > 0, adică panta tangentei la curba (Γ) este negativă ı̂n
cadranul doi şi pozitivă ı̂n cadranul unu, ecuaţia (3.50) se scrie:

dy

dx
= sh

(
x

p

)
· (3.51)

Se notează a şi b abscisele punctelor de suspensie A şi B ı̂n reperul considerat,
cunoscute prin ipoteză, a, b > 0.

Integrând ecuaţia (3.51) ı̂n condiţiile

y(x) > 0, x ∈ [−a, b], x 6= 0 şi y(0) = 0 (3.52)

se obţine ecuaţia curbei de contur a firului

(Γ) : y = p ·
[
ch

(
x

p

)
− 1

]
, x ∈ [−a, b]. (3.53)

Ecuaţia (3.53) se numeşte ecuaţia lănţişorului ([13], [20], [22]) şi a fost obţinută prima
dată ı̂n secolul al XVII-lea (aproximativ 1690) de către Gottfried Wilhelm von Leibniz
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(1646–1716, german), Christiaan Huygens (1629–1695, olandez) şi Johann Bernoulli
(1667–1748, elveţian).

Constanta p, notată ı̂n (3, 47), se numeşte parametrul lănţişorului şi se determină
din condiţia de lungime a firului ı̂n funcţie de poziţiile punctelor de suspensie A şi B. Se
pune condiţia ca lungimea firului şi abscisele punctelor A şi B, cunoscute prin ipoteză,
să verifice relaţia (3.39):

L =

∫ b

−a

√
1 + y′2 · dx, y′ =

dy

dx
. (3.54)

Din (3.51) şi (3.54) rezultă

L =

∫ b

−a

√
1 +

[
sh

(
x

p

)]2

· dx =

∫ b

−a
ch

(
x

p

)
· dx,

de unde se obţine parametrul lănţişorului ca soluţie a ecuaţiei transcendente

L

p
= sh

(
a

p

)
+ sh

(
b

p

)
, (3.55)

ecuaţie care admite două soluţii egale ı̂n modul şi de semne contrare.

Tensiunea internă ı̂n secţiunea curentă P a firului se obţine ca funcţie de abscisă
după cum urmează.

Tensiunea orizontală rezultă din (3.43) şi (3.47):

|Tx| = ρ · g · p. (3.56)

Tensiunea verticală rezultă din (3.44), (3.51) şi (3.56):

|Ty| = ρ · g · p ·
∣∣∣∣sh(xp

)∣∣∣∣ . (3.57)

Tensiunea totală este

T =
√
T 2
x + T 2

y = ρ · g · p · ch

(
x

p

)
. (3.58)

Conform (3.53) şi (3.58) tensiunea internă se obţine ca funcţie de ordonată:

T = ρ · g(p+ y). (3.59)

În continuare se prezintă două cazuri particulare de suspensie a firului material
omogen.
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III.2.1.3. Echilibrul firului material omogen suspendat la nivel

Dacă punctele A şi B ı̂n care se fixează extremităţile firului sunt la aceeaşi ı̂nălţime,
axaOY este axă de simetrie pentru curba de contur (Γ). Se notează ` distanţa orizontală
dintre punctele A şi B, distanţă mai mică decât lungimea firului şi avem:

a = b =
`

2
, ` < L. (3.60)

Conform (3.55) şi (3.60), parametrul lănţişorului este dat ca soluţie (pozitivă) a
ecuaţiei transcendente:

L

p
= 2 · sh

(
`

2p

)
· (3.61)

Săgeata firului, definită ca diferenţă dintre ı̂nălţimea punctelor de suspensie şi
ı̂nălţimea vârfului (punctul cel mai de jos) este conform (3.53):

f = y

(
− `

2

)
= y

(
`

2

)
= p ·

[
ch

(
`

2p

)
− 1

]
. (3.62)

Din (3.61) şi (3.62) se obţine

sh

(
`

2p

)
=

L

2p
şi ch

(
`

2p

)
=
f

p
+ 1. (3.63)

Conform (3.35) şi (3.63) avem(
f

p
+ 1

)2

−
(
L

2p

)2

= 1,

de unde rezultă după efectuarea calculelor

p =
L2 − 4f 2

8f
, (3.64)

relaţie care permite calcularea parametrului lănţişorului prin măsurarea săgeţii.
Tensiunea maximă ı̂n fir se obţine ı̂n punctele de suspensie A şi B pentru x = ∓`/2

şi y = f . Conform (3.58) şi (3.59) avem:

Tmax = ρ · g · p · ch

(
`

2p

)
, (3.65)

respectiv
Tmax = ρ · g(p+ f). (3.66)

III.2.1.4. Echilibrul firului material omogen ı̂ntins la nivel

Dacă punctele A şi B ı̂n care se fixează extremităţile firului sunt la aceeaşi ı̂nălţime
şi distanţa dintre acestea este aproape egală cu lungimea firului, axa OY este axă de
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simetrie pentru curba de contur (Γ) şi firul este aproape ı̂ntins ı̂n poziţie orizontală. Se
notează ` distanţa dintre punctele A şi B. Avem:

a = b =
`

2
, ` ≈ L. (3.67)

În acest caz, curba de contur a firului se aproximează cu un segment de parabolă
cu vârful ı̂n origine:

(Γ) : y = C · x2, x ∈
[
− `

2
,
`

2

]
, (3.68)

ı̂n care constanta pozitivă C se determină din condiţiile de suspensie, 〈C〉 = m−1.

( ) B

XO

Y

f

ll

A

/2/2

G

Figura III.4. Echilibrul firului omogen ı̂ntins orizontal

Avem

y

(
− `

2

)
= y

(
`

2

)
= f (3.69)

şi, conform (3.68), rezultă
C = 4f/`2, (3.70)

relaţie care permite calcularea constantei curbei de contur prin măsurarea săgeţii.
Înlocuind (3.70) ı̂n (3.68), avem

(Γ) : y =
4f

`2
· x2, x ∈

[
− `

2
,
`

2

]
· (3.71)

Prin derivarea funcţiei (3.68), se obţine

dy

dx
= y′ = 2C · x. (3.72)

Conform (3.43), (3.44) şi (3.72), rezultă tensiunea verticală

|Ty| = 2C · T0 · |x|. (3.73)

Deoarece tensiunile verticale din punctele A şi B de abscise x = ∓`/2 echilibrează
greutatea firului, avem ı̂n conformitate cu (3.36) şi (3.73):

2C · T0 · ` = M · g = ρ · L · g,

de unde rezultă ı̂n ipoteza (3.67):

2C · T0 = ρ · g. (3.74)
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Înlocuind (3.70) ı̂n (3.74), se obţine

T0 =
ρ · g · `2

8f
· (3.75)

Tensiunea internă ı̂n secţiunea curentă P a firului se obţine ca funcţie de abscisă şi
săgeată după cum urmează.

Tensiunea orizontală rezultă din (3.43) şi (3.75):

|Tx| =
ρ · g · `2

8f
· (3.76)

Tensiunea verticală rezultă din (3.73) şi (3.74):

|Ty| = ρ · g · |x|. (3.77)

Tensiunea totală este

T =
√
T 2
x + T 2

y = ρ · g · `

√
`2

64f 2
+
x2

`2
· (3.78)

Conform (3.71) şi (3.78), tensiunea internă se obţine ca funcţie de ordonată:

T = ρ · g · `
2

√
`2

16f 2
+
y

f
· (3.79)

Tensiunea maximă ı̂n fir se obţine ı̂n punctele de suspensie A şi B, pentru x = ∓`/2
şi y = f . Conform (3.78) şi (3.79), avem:

Tmax = ρ · g · `
2

√
1 +

`2

16f 2
· (3.80)

III.2.2. Centrele de greutate ale corpurilor bidimensionale
de forme particulare

Un corp material solid este bidimensional dacă una dintre dimensiunile sale, anume
grosimea este neglijabilă ı̂n raport cu celelalte două. Un corp bidimensional se prezintă
prin modelul mecanic de suprafaţă materială, dacă opune rezistenţă la schimbarea
formei sau membrană materială, dacă rezistenţa opusă la schimbarei formei este negli-
jabilă.

Suprafeţele materiale pot fi plane sau spaţiale. Cel mai simplu model de suprafaţă
materială este suprafaţa pătrată (plană). În cursul de faţă se prezintă numai centrele
de greutate ale suprafeţelor plane omogene.

Se prezintă patru cazuri de suprafeţe plane omogene şi cazul suprafeţei compuse.
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O placă ı̂n formă de triunghi are centrul de greutate la intersecţia medianelor. Me-
diana este linia dreaptă care uneşte un vârf cu mijlocul laturii opuse. În cazul triunghiu-
lui dreptunghic punctul de intersecţie al medianelor se proiectează pe catete la o treime
de bază (unghiul drept) şi două treimi de vârf (unghiul ascuţit). Dacă placa, notată
ABC, se raportează la un reper OXY Z, coordonatele centrului de greutate (notat G)
se obţin ca medie aritmetică a coordonatelor vârfurilor:

xG =
1

3
(xA + xB + xC),

yG =
1

3
(yA + yB + yC),

zG =
1

3
(zA + zB + zC).

(3.81)

O placă ı̂n formă de paralelogram sau de dreptunghi are centrul de greutate la
intersecţia diagonalelor. În cazul dreptunghiului, punctul de intersecţie al diagonalelor
se proiectează pe laturi la jumătăţile acestora.

O placă ı̂n formă de poligon regulat are centrul de greutate ı̂n centrul geometric,
adică ı̂n centrul cercului circumscris poligonului.

Centrul de greutate al unei plăci ı̂n formă de sector circular de rază R şi unghi la
centru 2α se află pe axa de simetrie, la distanţa ([12], [22])

d =
2

3
R · sinα

α
(3.82)

faţă de centrul geometric (centrul cercului), cu unghiul α exprimat ı̂n radiani.
Pentru placa ı̂n formă de semicerc şi placa ı̂n formă de sfert de cerc relaţia (3.82) se

particularizează ı̂n formele (Fig. III.5 a şi b):

xC = 0, yC = OC =
4R

3π
, (3.83)

respectiv

OC =
4R

3π

√
2, xC = yC =

4R

3π
· (3.84)
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Figura III.5. Centrele de greutate ale plăcilor circulare
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Pentru o placă materială omogenă (Σ) compusă din n porţiuni plane sau spaţiale
raportată la un reper OXY Z, pentru care se cunosc poziţiile centrelor de greutate ale
porţiunilor Cµ, µ = 1, n, vectorul de poziţie al centrului de greutate este dat de relaţia:

rC =

n∑
µ=1

Aµ · rCµ
n∑
µ=1

Aµ

=
1

A

n∑
µ=1

Aµ · rCµ , (3.85)

unde Aµ şi rCµ , µ = 1, n, sunt ariile plăcilor componente, respectiv vectorii de poziţie
ai centrelor de greutate, iar A este aria totală a plăcii.

Coordonatele centrului de greutate al plăcii (Σ) se obţin prin proiectarea relaţiei
(3.85) pe axele de coordonate:

xC =
1

A

n∑
1

AµxCµ , yC =
1

A

n∑
1

AµyCµ , zC =
1

A

n∑
1

AµzCµ , (3.86)

unde (xCµ , yCµ , zCµ) sunt coordonatele centrelor Cµ, µ = 1, n.

III.2.3. Centrele de greutate ale corpurilor tridimensionale
de forme particulare

Un corp material solid este tridimensional dacă cele trei dimensiuni principale ale
sale sunt de acelaşi ordin de mărime.

Un corp material tridimensional se prezintă prin modelul mecanic de solid rigid sau
deformabil. Poziţia centrului de greutate nu depinde de proprietăţile de rigiditate sau
deformabilitate.

Cel mai simplu model de corp tridimensional este cubul.

Se prezintă cinci cazuri de corpuri tridimensionale omogene şi cazul corpului compus.

Centrul de greutate al unui corp pe volumul unei prisme (drepte sau ı̂nclinate) se
află pe segmentul care uneşte centrele de greutate ale bazelor, la jumătatea acestuia.

Centrul de greutate al unui corp pe volumul unui paralelipiped se află la intersecţia
diagonalelor. În cazul paralelipipedului dreptunghic, punctul de intersecţie al diago-
nalelor se proiectează pe laturi la jumătăţile acestora.

Centrul de greutate al unui corp pe volumul unei piramide se află pe segmentul care
uneşte vârful cu centrul de greutate al bazei, la un sfert distanţă de bază şi trei sferturi
de vârf. În cazul piramidei drepte, centrul de greutate se află pe ı̂nălţime.

Centrul de greutate al unui corp pe volumul unui con se află pe segmentul care
uneşte vârful cu centrul de greutate al bazei, la un sfert distanţă de bază şi trei sferturi
de vârf ([12], [20], [21]). În cazul conului drept, centrul de greutate se află pe ı̂nălţime.
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Figura III.6. Centrele de greutate ale volumelor sferice

Centrul de greutate al unui corp pe volumul unei semisfere se află pe axa de simetrie,
la distanţa de 3/8 din rază faţă de centrul geometric (centrul suprafeţei sferice).

Acest rezultat, obţinut prin calcul integral ([12], [20], [21]), implică două concluzii,
după cum urmează.

Pentru un corp pe volumul unui sfert de sferă avem (Fig. III.6a):

xC = yC =
3

8
R, zC = 0. (3.87)

Pentru un corp pe volumul unei optimi de sferă avem (Fig. III.6.b):

xC = yC = zC =
3

8
R, (3.88)

unde R este raza sferei.
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Figura III.7. Centrele de greutate ale volumelor conice
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În cazul unui corp material omogen (S) compus din n porţiuni tridimensionale
raportat la un reper OXY Z, pentru care se cunosc poziţiile centrelor de greutate ale
porţiunilor Cµ, µ = 1, n, vectorul de poziţie al centrului de greutate este dat de relaţia:

rC =

n∑
µ=1

Vµ · rCµ
n∑
µ=1

Vµ

=
1

V

n∑
µ=1

Vµ · rCµ , (3.89)

unde Vµ şi rCµ , µ = 1, n, sunt volumele corpurilor componente, respectiv vectorii de
poziţie ai centrelor de greutate, iar V este volumul total al corpului.

Coordonatele centrului de greutate al corpului (S) se obţin prin proiectarea relaţiei
(3.89) pe axele de coordonate:

xC =
1

V

n∑
1

VµxCµ , yC =
1

V

n∑
1

VµyCµ , zC =
1

V

n∑
1

VµzCµ , (3.90)

unde (xCµ , yCµ , zCµ) sunt coordonatele centrelor Cµ, µ = 1, n.
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Capitolul IV

STATICA

În cadrul mecanicii clasice, starea de echilibru a unui corp material poate fi definită
din punct de vedere static sau dinamic, ambele fiind forme de echilibru mecanic. Alte
forme de echilibru, care nu fac obiectul mecanicii clasice, sunt: echilibrul chimic, termic,
electric etc. Starea de echilibru static a unui corp material este caracterizată prin
absenţa mişcării mecanice, adică nu-şi modifică poziţia ı̂n timp. În opoziţie cu mişcarea
mecanică, starea de echilibru static este echivalentă cu starea de repaos. Starea de
repaos, ca şi starea de mişcare, poate fi absolută sau relativă, ı̂n funcţie de reperul de
referinţă.

Starea de echilibru static a unui corp material solid se obţine prin aplicarea de
legături, adică interacţiuni mecanice cu alte corpuri solide. În cazul unui corp material
liber, fără legături aplicate, starea de echilibru static este un caz excepţional, fiind
obţinută ı̂n condiţii speciale (exemple: sateliţii geostaţionari, un balon ı̂n atmosferă la
ı̂nălţime fixă, un corp solid care pluteşte pe apă etc.). Din acest motiv, ı̂n cursul de faţă
se studiază echilibrul static al corpurilor materiale solide numai ı̂n condiţiile legăturilor
aplicate.

Din punct de vedere al modelelor mecanicii clasice (prezentate ı̂n Introducere), sta-
tica are două diviziuni: statica punctului material şi statica corpului solid rigid, care se
extinde şi ı̂n cazul sistemelor de corpuri. Statica corpului solid deformabil se studiază
ı̂n cadrul disciplinei de Rezistenţa Materialelor.

IV.1. Statica punctului material
Punctul material este modelul mecanic al unui corp de dimensiuni neglijabile (care

pot fi neglijate ı̂n contextul problemei). Un punct material este definit prin masă 〈kg〉.
Un punct material liber (fără legături) prezintă trei grade de libertate, adică are trei
posibilităţi de mişcare ı̂n spaţiu. Acestea sunt cele trei coordonate ale sale ı̂ntr-un reper
triortogonal OXY Z.

IV.1.1. Legăturile punctului material
Starea de echilibru static a unui punct material se obţine prin aplicarea de legături.

Legăturile aplicate pot fi: legături prin fir, legături prin tijă (rigidă sau elastică),
aşezarea pe o linie materială sau aşezarea pe o suprafaţă materială (care poate fi şi
suprafaţa unui corp solid).

Un punct material legat prin fir are două grade de libertate, considerând firul
inextensibil (nu-şi modifică lungimea prin ı̂ntindere). În ipoteza ı̂n care firul rămâne
ı̂ntins, punctul material ı̂n mişcare ocupă poziţii pe o suprafaţă sferică (pendul sferic).
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Un punct material legat prin tijă rigidă are unul sau două grade de libertate, ı̂n
funcţie de condiţiile de prindere ale tijei la celălalt capăt. Dacă tija este elastică
(arc elicoidal), numărul gradelor de libertate creşte (două, respectiv trei, ı̂n funcţie
de aceleaşi condiţii).

Un punct material legat printr-o tijă de tip lamă elastică are un singur grad de
libertate, ı̂n majoritatea cazurilor de studiu aceste tije fiind legate rigid la celălalt
capăt.

Un punct material pe o linie materială are un singur grad de libertate, adică posi-
bilitatea de mişcare ı̂n lungul curbei. Dacă legătura se poate desface, se numeşte uni-
laterală. În caz contrar, dacă legătura nu se poate desface, se numeşte bilaterală.

Un punct material pe o suprafaţă materială are două grade de libertate.

IV.1.2. Reacţiunile legăturilor. Legea frecării.
Axioma legăturilor

Acţiunea legăturilor asupra punctului material se exprimă prin forţe de legătură
(reacţiuni).

În cazul legăturii prin fir inextensibil sau prin tijă rigidă, forţa de legătură este o
tensiune pe direcţia firului material spre punctul de prindere al firului sau al tijei ı̂ntinse,
respectiv de la punctul de prindere spre punctul material ı̂n cazul tijei comprimate.

În cazul legăturii punctului material prin tijă elastică, forţa de legătură este o forţă
elastică, ı̂n general proporţională cu deformaţia.

În cazul rezemării punctului material pe o linie sau pe o suprafaţă materială forţa de
legătură este de direcţie necunoscută şi se descompune pe două componente, tangenţială
şi normală:

L = T +N. (4.1)

Pentru un punct material aşezat pe o linie materială forţa de legătură tangenţială
are direcţia tangentei la curbă ı̂n punctul respectiv, iar forţa de legătură normală are
direcţia normalei principale la curbă (Fig. IV.1a), cu condiţia ca acestea să fie definite.

Pentru un punct material aşezat pe o suprafaţă materială forţa de legătură tangen-
ţială este conţinută ı̂n planul tangent la suprafaţă ı̂n punctul respectiv, iar forţa de
legătură normală are direcţia normalei la suprafaţă (Fig. IV.1.b) cu condiţia ca acestea
să fie definite.
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Figura IV.1. Punct material rezemat: a) pe o linie; b) pe o suprafaţă.
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În Figura IV.1, notaţiile reprezintă:

(Γ) – linie materială;
(n) – plan normal la curba (Γ);
(Σ) – suprafaţă materială;
(p) – plan tangent la suprafaţa (Σ).

În continuare, forţele de legătură se vor numi reacţiuni.
Reacţiunea tangenţială, care se mai numeşte şi forţă de frecare, are sens contrar

tendinţei de mişcare a punctului material pe curbă, respectiv pe suprafaţă.
În cazul legăturii unilaterale, reacţiunea normală are sensul spre desfacerea legăturii

(punctul material ”sare” de pe linia materială). La fel şi ı̂n cazul rezemării pe o suprafaţă
materială.

Între reacţiunea normală şi reacţiunea tangenţială există următoarea relaţie (legea
frecării de alunecare):

|T | ≤ µ|N |, (4.2)

cu egalitate la limita de echilibru static şi ı̂n cazul mişcării, unde µ este coeficientul de
frecare la alunecare, mărime adimensională cu valori ı̂ntre 0 şi 1.

Observaţia 4.1 Coeficientul de frecare la alunecare este o caracteristică mecanică a
corpurilor solide aflate ı̂n contact. Se determină experimental pentru diferite materiale.

În cazul unei legături ideale (fără frecare), reacţiunea tangenţială este nulă.

Axioma 4.1 (axioma legăturilor) În cazul unui punct material cu legături aplicate,
acţiunea acestora poate fi ı̂nlocuită prin forţele de legătură, considerând astfel punctul
material liber.

IV.1.3. Condiţia de echilibru static a punctului material

Se consideră un punct material P cu legături aplicate asupra căruia acţionează un
sistem de forţe

S = {F 1, F 2, ..., F n}, (4.3)

active şi pasive, care include şi forţele de legătură.
Forţele active sunt forţele care acţionează pentru punerea punctului material ı̂n

mişcare, adică pentru desfacerea echilibrului static. În opoziţie cu forţele active, forţele
pasive se opun mişcării. Forţele legăturilor aplicate se ı̂ncadrează ı̂n categoria forţelor
pasive. Reciproc, nu toate forţele pasive sunt forţe de legătură. Ca exemplu se dau
forţele de rezistenţă ale mediului ı̂n cazul mişcării unui corp solid prin aer sau prin apă.

În conformitate cu Observaţia 2.11 (paragraful II.7), condiţia de echilibru static a
punctului material este ca rezultanta forţelor care acţionează asupra sa să fie nulă:

R = 0, (4.4)

la care se adaugă condiţia iniţială de repaos.
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Prin rezultantă se ı̂nţelege suma vectorială a forţelor active şi pasive care acţionează
asupra punctului material:

R = F 1 + F 2 + · · ·+ F n. (4.5)

Dacă punctul material se raportează la un reper triortogonal OXY Z, ecuaţia (4.4)
se proiectează pe axe, obţinând trei ecuaţii scalare:

RX = 0, RY = 0, RZ = 0. (4.6)

Conform (4.5) şi (4.6), rezultă

n∑
µ=1

FµX = 0,
n∑
µ=1

FµY = 0,
n∑
µ=1

FµZ = 0, (4.7)

unde n este numărul forţelor, active şi pasive, care acţionează asupra punctului material.
Ecuaţiile (4.7) constituie sistemul ecuaţiilor scalare de echilibru static, având ca

necunoscute reacţiunile legăturilor. În cazul legăturii cu frecare, la aceste ecuaţii se
adaugă şi legea de frecare (relaţia (4.2)).

Dacă sistemul de forţe S care acţionează asupra punctului material P este un sistem
de forţe coplanare, raportat la planul OXY , sistemul ecuaţiilor scalare are două ecuaţii:

n∑
µ=1

FµX = 0,
n∑
µ=1

FµY = 0. (4.8)

Rezolvarea unei probleme de statică a punctului material constă ı̂n determinarea
reacţiunilor legăturilor când se cunosc forţele active aplicate, adică ı̂n rezolvarea sis-
temului de ecuaţii scalare de echilibru static. Problema este static determinată dacă
numărul de necunoscute este egal cu numărul de ecuaţii şi sistemul admite soluţie unică.

IV.2. Statica solidului rigid

Corpul solid rigid este un model mecanic de dimensiuni măsurabile cu o formă geo-
metrică precizată. Un corp material solid este definit din punct de vedere mecanic prin
masă 〈kg〉, geometrie şi dimensiuni. Alte caracteristici luate ı̂n considerre ı̂n cadrul
mecanicii clasice sunt coeficienţii de frecare ı̂n cazul interacţiunii mecanice dintre cor-
puri solide, coeficienţii de rezistenţă a mediului ı̂n cazul mişcării prin aer sau prin apă
etc. Pentru corpurile elastice (arcuri, resoarte) se iau ı̂n considerare caractristicile de
elasticitate şi de amortizare.

Un corp solid (rigid) prezintă şase grade de libertate raportat la un reper triortogonal
OXY Z, adică are şase posibilităţi de mişcare ı̂n spaţiu. Acestea sunt cele trei translaţii
pe axele OX,OY,OZ şi cele trei rotaţii ı̂n jurul acestor axe.

IV.2.1. Legăturile corpului solid

Starea de echilibru static a unui corp material solid este obţinută prin aplicarea de
legături. Legăturile aplicate pot fi: legături prin fir, legături prin tijă (rigidă sau elas-
tică), aşezarea (rezemarea) pe una sau mai multe linii materiale, aşezarea (rezemarea)
pe una sau mai multe suprafeţe materiale (care poate fi şi suprafaţa altui corp solid).
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La aceste legături, aplicate şi ı̂n cazul punctului material, se adaugă legăturile prin
cuple cinematice şi posibilitatea de imobilizare rigidă (̂ıncastrarea).

Un corp solid legat prin fir are cinci grade de libertate, considerând firul inextensibil
(nu-şi modifică lungimea prin ı̂ntindere). Singura mişcare ı̂nlăturată este translaţia ı̂n
lungul firului ı̂ntins.

Un corp solid legat prin tijă rigidă are un număr de grade de libertate care depinde
de condiţiile de prindere ale tijei de corp şi la celălalt capăt. Numărul maxim de grade
de libertate este cinci, ı̂n condiţiile ı̂n care tija poate ocupa orice poziţie relativă ı̂n ra-
port cu corpul şi ı̂n raport cu punctul de prindere (ca ı̂n cazul legăturii prin fir). Dacă
tija este elastică (arc elicoidal), se adaugă ı̂n plus un grad de libertate.

Un corp solid legat printr-o tijă de tip lamă elastică are un număr de grade de
libertate care depinde de condiţiile de prindere ale tijei de corp. Numărul maxim de
grade de libertate este patru, ı̂n condiţiile ı̂n care corpul poate ocupa orice poziţie
relativă ı̂n raport cu tija, ı̂n majoritatea cazurilor de studiu aceste tije fiind legate rigid
la celălalt capăt.

Cazul rezemării unui corp solid pe o linie materială curbă este echivalent cu reze-
marea pe o suprafaţă materială care conţine curba respectivă.

Un corp solid rezemat pe o suprafaţă materială are un număr de grade de libertate
care depinde de formele geometrice ale corpului şi suprafeţei de reazem. Numărul minim
de grade de libertate este zero ı̂n cazul imobilizării rigide şi numărul maxim este cinci
ı̂n cazul unei sfere pe o suprafaţă plană (cel mai simplu exemplu). Astfel, un corp
paralelipiped dreptunghic pe un plan are trei grade de libertate, iar un corp cilindric
cu generatoarea pe un plan are patru grade de libertate.

IV.2.2. Reacţiunile legăturilor. Legile de frecare

Acţiunea legăturilor asupra corpului solid rigid se exprimă prin forţe de legătură
(reacţiuni).

În cazul legăturii prin fir şi prin tijă rigidă sau elastică sunt valabile aceleaşi
consideraţii ca ı̂n cazul punctului material (paragraful IV.1.2).

Cazul rezemării corpului solid pe una sau mai multe linii materiale este echivalent cu
rezemarea pe una sau mai multe suprafeţe care conţin curbele respective şi ı̂n continuare
se studiază acest caz.

În cazul rezemării corpului solid pe o suprafaţă materială, contactul se realizează
după o suprafaţă, după o curbă (sau mai multe) sau după un punct (sau mai multe).
Numărul curbelor (punctelor) de contact depinde de formele geometrice ale corpului
şi suprafeţei de reazem. În cursul de faţă se ia ı̂n considerare numai contactul după
o singură curbă sau un singur punct. Formele geometrice ale corpului şi suprafeţei de
reazem impun şi numărul gradelor de libertate. Forţele de legătură sunt de direcţii
necunoscute.

În cazul contactului după o suprafaţă se consideră că ı̂n fiecare punct al acesteia
se poate defini planul tangent comun şi normala comună la suprafaţa corpului şi la
suprafaţa de reazem, care include suprafaţa de contact. Forţele de legătură sunt con-
stituite dintr-o distribuţie de forţe tangenţiale conţinute ı̂n planele tangente comune
şi o distribuţie de forţe normale după direcţiile perpendiculare comune la suprafaţa
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corpului şi la suprafaţa de reazem ı̂n fiecare punct al suprafeţei de contact. Sensul
forţelor tangeţiale este contrar tendinţei de alunecare relativă dintre suprafaţa corpului
şi suprafaţa de reazem. Sensul forţelor normale este spre desfacerea legăturii (corpul se
desprinde de pe suprafaţă).

Observaţia 4.2 Dacă suprafaţa de contact este plană, distribuţiile de forţe tangenţiale
şi normale sunt distribuţii de forţe paralele, distribuţia tangenţială fiind plană.

În cazul contactului după o curbă, se consideră că ı̂n fiecare punct al acesteia
se poate defini planul tangent comun şi normala comună la suprafaţa corpului şi la
suprafaţa de reazem, care include curba de contact. Forţele de legătură sunt consti-
tuite dintr-o distribuţie de forţe tangenţiale conţinute ı̂n planele tangente comune şi
o distribuţie de forţe normale după direcţiile perpendiculare comune la suprafaţa cor-
pului şi la suprafaţa de reazem ı̂n fiecare punct al curbei de contact. Sensul forţelor
tangenţiale este contrar tendinţei de alunecare relativă dintre suprafaţa corpului şi
suprafaţa de reazem. Sensul forţelor normale este spre desfacerea legăturii (corpul se
desprinde de pe suprafaţă).

Observaţia 4.3 Dacă curba de contact este un segment de dreaptă, distribuţiile de
forţe tangenţiale şi normale sunt distribuţii de forţe paralele coplanare.

Deoarece ı̂n majoritatea problemelor de studiu contactul fizic dintre un corp solid
rigid şi o suprafaţă materială se poate reduce la un singur punct (contact teoretic), se
dezvoltă ı̂n continuare cazul contactului punctiform.

Se consideră un corp solid (W ) aşezat (rezemat) pe o suprafaţă materială (Σ) având
un singur punct comun. Se admite că suprafaţa corpului şi suprafaţa de reazem au
un plan tangent comun şi o normală comună ı̂n punctul teoretic de contact, notat C.
Sistemul forţelor de legătură se reduce ı̂n punctul C la un torsor propriu-zis ı̂n cazul
cel mai general. Componentele acestui torsor sunt forţa de legătură rezultantă L şi
momentul rezultant al forţelor de legătură ı̂n raport cu punctul C, MC , ambele de
direcţii necunoscute. Componentele torsorului forţelor de legătură se descompun pe
două direcţii, tangeţială şi normală:

L = T +N,

MC = MCr +MCp,
(4.9)

unde T este componenta tangenţială şi N componenta normală a forţei rezultante de
legătură,MCr este componenta tangenţială şiMCp componenta normală a momentului
rezultant de legătură.

Forţa de legătură tangenţială T şi componenta tangenţială a momentului rezultant
MCr sunt conţinute ı̂n planul tangent comun la suprafaţa corpului şi la suprafaţa
de reazem ı̂n punctul C, iar forţa de legătură normală N şi componenta normală a
momentului rezultant MCp au direcţia normalei comune la suprafaţa corpului şi la
suprafaţa de reazem ı̂n punctul C (Fig. IV.2).
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Figura IV.2. Corp solid rezemat pe o suprafaţă

În Figura IV.2 s-a notat (p) planul tangent comun la suprafaţa corpului şi suprafaţa
de reazem ı̂n punctul C.

În continuare, forţele de legătură se vor numi reacţiuni.
Reacţiunea tangenţială T , care se mai numeşte şi forţă de frecare la alunecare, are

sens contrar tendinţei de mişcare de translaţie a corpului (W ) pe suprafaţa (Σ) după o
direcţie conţinută ı̂n planul tangent comun (p). Reacţiunea normală N are sensul spre
desfacerea legăturii (corpul se desprinde de pe suprafaţă).

Între reacţiunea normală şi reacţiunea tangenţială există aceeaşi relaţie ca ı̂n cazul
punctului material (legea frecării de alunecare):

|T | ≤ µ|N |, (4.10)

cu egalitate ı̂n cazul mişcării de alunecare, unde µ este coeficientul de frecare la alunecare,
mărime adimensională cu valori ı̂ntre 0 şi 1.

Observaţia 4.4 Coeficientul de frecare la alunecare este o caracteristică mecanică a
corpurilor solide aflate ı̂n contact. Se determină experimental pentru diferite materiale
şi depinde de gradul de prelucare al suprafeţelor. În cazul contactului după o suprafaţă
se acceptă ipoteza că nu depinde de mărimea suprafeţei de contact.

În cazul unei legături ideale (fără frecare de alunecare), reacţiunea tangenţială
este nulă.

În Figura IV.2 s-a notat (∆t) axa mişcării de translaţie.
Componenta tangenţială a momentului rezultant MCr , care se mai numeşte şi mo-

ment de frecare la rostogolire, are sens contrar tendinţei de rotaţie a corpului (W ) pe
suprafaţa (Σ) ı̂n jurul unei axe conţinută ı̂n planul tangent comun care trece prin punc-
tul C. Mişcarea de rostogolire implică schimbarea poziţiei punctului de contact C pe
suprafaţa corpului (W ). Poziţia punctului de contact C pe suprafaţa de reazem (Σ) se
modifică ı̂n cazul rostogolirii fără alunecare, poate rămâne fixă ı̂n anumite condiţii ı̂n
cazul mişcării de patinare.



94

Între reacţiunea normală şi momentul de frecare la rostogolire există următoarea
relaţie (legea frecării de rostogolire):

|MCr | ≤ s|N |, (4.11)

cu egalitate ı̂n cazul mişcării de rostogolire, unde s este coeficientul de frecare la rosto-
golire, mărime fizică care se măsoară ı̂n unităţi de lungime (m).

Observaţia 4.5 Coeficientul de frecare la rostogolire este o caracteristică de formă
geometrică şi de rigiditate a corpurilor solide aflate ı̂n contact. Se determină experi-
mental.

În cazul rezemării unui corp solid pe o suprafaţă materială solidă mişcarea de ros-
togolire este permisă ı̂n cazul contactului pe un punct (contact punctiform), pe un
segment de dreaptă sau pe un segment de curbă, dacă sunt satisfăcute anumite condiţii
geometrice, adică suprafaţa corpului rezemat şi suprafaţa de reazem sunt suprafeţe
generate prin rotaţia liniei de contact. În toate aceste cazuri coeficientul de frecare la
rostogolire se determină experimental ı̂n ipoteza ı̂n care corpurile solide (corpul rezemat
şi suprafaţa de reazem) nu sunt perfect rigide şi contactul se realizează pe o suprafaţă
de mici dimensiuni ı̂n cazul contactului punctiform, respectiv pe o suprafaţă cu o di-
mensiune mică ı̂n cazul contactului liniar (contact ı̂n condiţii reale). Cazul contactului
pe o suprafaţă de dimensiuni măsurabile elimină posibilitatea de rostogolire.

În cazul contactului strict punctiform momentul de frecare la rostogolire este nul.
În Figura IV.2 s-a notat (∆r) axa mişcării de rostogolire.
Componenta normală a momentului rezultantMCp , care se mai numeşte şi moment

de frecare la pivotare, are sens contrar tendinţei de rotaţie a corpului (W ) pe suprafaţa
(Σ) ı̂n jurul normalei comune ı̂n punctul de contact C. Mişcarea de pivotare nu implică
schimbarea poziţiei punctului de contact C pe suprafaţa corpului (W ). Poziţia punc-
tului de contact C pe suprafaţa de reazem (Σ) nu se modifică, decât ı̂n cazul ı̂n care
există şi mişcare de translaţie (alunecare).

Între reacţiunea normală şi momentul de frecare la pivotare există următoarea relaţie
(legea frecării de pivotare):

|MCp| ≤ ν|N |, (4.12)

cu egalitate ı̂n cazul mişcării de pivotare, unde ν este coeficientul de frecare la pivotare,
mărime fizică care se măsoară ı̂n unităţi de lungime (m).

Observaţia 4.6 Coeficientul de frecare la pivotare este o caracteristică mecanică a
corpurilor solide aflate ı̂n contact. Se determină experimental şi depinde de gradul de
prelucrare al suprafeţelor şi de dimensiunea contactului dintre acestea.

În cazul rezemării unui corp solid pe o suprafaţă materială solidă mişcarea de
pivotare este permisă ı̂n cazul contactului pe un punct (contact punctiform), pe o
suprafaţă plană sau de rotaţie, pe un segment de dreaptă sau pe un segment de curbă
plană, dacă suprafaţa de reazem este plană.

În cazul contactului punctiform, coeficientul de frecare la pivotare se determină
experimental ı̂n ipoteza ı̂n care corpurile solide (corpul rezemat şi suprafaţa de reazem)
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nu sunt perfect rigide şi contactul se realizează pe o suprafaţă de mici dimensiuni
(contact ı̂n condiţii reale). În cazul contactului după o suprafaţă, un segment de dreaptă
sau un segment de curbă plană de dimensiuni măsurabile, coeficientul de frecare la
pivotare depinde de lungimea suprafeţei, respectiv de lungimea segmentului de dreaptă
sau de curbă.

În cazul contactului strict punctiform, momentul de frecare la pivotare este nul.
În Figura IV.2 s-a notat (∆p) axa mişcării de pivotare.

Observaţia 4.7 Relaţiile (4.10), (4.11) şi (4.12) se mai numesc şi legile frecării uscate,
fiind stabilite experimental ı̂n condiţiile absenţei stratului de lubrifiant lichid ı̂ntre su-
prafeţe. Sunt cunoscute ca legile lui Coulomb, după numele fizicianului francez Charles
Augustin de Coulomb (1736-1806).

IV.2.3. Cuple cinematice

În afară de legăturile prezentate ı̂n paragraful IV.2.1, comune pentru modelele
mecanice de punct material şi de corp solid (rigid), ı̂n cazul corpurilor solide rigide o
altă categorie de legături aplicate o constituie legăturile prin cuple cinematice. Acestea
sunt legături ı̂ntre corpurile solide care permit un anumit tip de mişcare relativă ı̂ntre
acestea. O cuplă cinematică ı̂ntre două corpuri solide rigide presupune ca acestea să
aibă două suprafeţe active de aceeaşi formă geometrică şi de aceleaşi dimensiuni ı̂n
contact (suprafeţe conjugate sau complementare).

Există trei tipuri principale de cuple cinematice, având suprafeţele active conjugate
după cum urmează:

• cupla de translaţie rectilinie, două suprafeţe plane multiple sau două suprafeţe
cilindrice, una interioară şi cealaltă exterioară, cu posibilitate de translaţie relativă
(după generatoare ı̂n cazul suprafeţelor cilindrice);

• cupla de rotaţie plană (rotaţie simplă), două suprafeţe cilindrice circulare sau
două suprafeţe de revoluţie, una interioară şi cealaltă exterioară, cu posibilitate
de rotaţie relativă ı̂n jurul axei comune;

• cupla de rotaţie spaţială (rotaţie compusă), două suprafeţe sferice, una interioară
şi cealaltă exterioară, cu posibilitate de rotaţie relativă ı̂n jurul centrului comun.

Observaţia 4.8 O suprafaţă de revoluţie este o suprafaţă generată de o curbă plană
care se roteşte ı̂n jurul unei axe conţinută ı̂n planul său. Cele mai simple suprafeţe de
revoluţie sunt suprafaţa cilindrică circulară şi suprafaţa conică circulară.

La cele trei tipuri principale de cuple cinematice prezentate se adaugă cuplele cine-
matice compuse, de exemplu cupla elicoidală (şurub–piuliţă) care combină o mişcare
de rotaţie plană cu o mişcare de translaţie pe aceeaşi axă.

Ca tip de legătură, cuplele cinematice se ı̂ncadrează ı̂n categoria mai generală a
rezemării unui corp pe o suprafaţă.
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Observaţia 4.9 Cupla de rotaţie plană cu suprafeţe cilindrice circulare poate fi şi cuplă
de translaţie, adică poate constitui o cuplă compusă, de rototranslaţie.

Observaţia 4.10 Cupla de rotaţie plană cu suprafeţe cilindrice circulare apare sub
denumirea de articulaţie cilindrică ı̂n problemele de statică, respectiv lagăr cilindric ı̂n
problemele de cinematică şi dinamică. Dacă cele două suprafeţe active au o bază plană
comună (circulară sau coroană circulară), cupla cinematică constituie un lagăr pivot
(lagăr cilindric pivot).

Observaţia 4.11 Cupla de rotaţie plană cu suprafeţe de revoluţie altele decât cele
cilindrice circulare apare sub denumirea de lagăr pivot ı̂n problemele de dinamică. Cele
mai uzuale suprafeţe de revoluţie pentru lagărul pivot sunt suprafeţele conice circulare
(lagăr conic pivot). Într-un lagăr pivot, cele două suprafeţe active pot avea şi o bază
plană comună (circulară sau coroană circulară).

Observaţia 4.12 Cupla de rotaţie spaţială apare sub denumirea de articulaţie sferică
ı̂n problemele de statică. Este mai rar ı̂ntâlnită ı̂n problemele de cinamatică şi dinamică.
Din punct de vedere tehnic nu este necesar ca suprafeţele sferice să fie complete.

IV.2.4. Reazeme. Reacţiunile din reazeme. Axioma legăturilor

Legăturile aplicate modelului mecanic de corp solid (rigid) se pot clasifica şi din
punct de vedere al gradelor de libertate. Un reazem este o legătură aplicată unui corp
solid care ı̂nlătură una sau mai multe posibilităţi de mişcare, ı̂n scopul obţinerii stării de
echilibru static. Spre deosebire de cuplele cinematice prezentate ı̂n paragraful IV.2.3,
reazemele sunt legături aplicate pentru imobilizarea corpurilor, având funcţii statice.

În majoritatea problemelor de mecanică, sistemele de forţe care acţionează asupra
corpurilor sunt sisteme de forţe coplanare sau sisteme coplanare a căror acţiune este
ulterior ı̂nsumată conform principiului suprapunerii efectelor. Din acest motiv, ı̂n cursul
de faţă se studiază statica corpului solid numai ı̂n opoziţie cu posibilitatea de mişcare
plană.

Se consideră un corp solid (W ) raportat la un reper triortogonal OXY Z şi se notează
(Σ) intersecţia corpului cu planul OXY . Secţiunea (Σ) prezintă trei grade de libertate
ı̂n planul OXY , adică are trei posibilităţi de mişcare. Acestea sunt cele două translaţii
pe axele OX şi OY şi rotaţia ı̂n jurul axei OZ. Pentru imobilizarea plan–paralelă
a corpului (W ), adică pentru ı̂nlăturarea posibilităţilor de mişcare ale secţiunii (Σ)
ı̂n planul OXY , se aplică legături prin reazeme, ı̂n afara legăturilor menţionate ı̂n
paragraful IV.2.1.

Un reazem este o legătură care elimină unul sau mai multe grade de libertate.
Pentru imobilizarea plan–paralelă a secţiunii (Σ) a corpului (W ) ı̂n planul OXY se

pot aplica reazeme simple, duble sau triple.
Reazemul simplu elimină un grad de libertate, translaţia pe axa OX, pe axa OY sau

pe o axă oarecare din planul OXY şi permite translaţia pe o direcţie perpendiculară
din planul OXY şi rotaţia ı̂n jurul unei axe normale la acest plan (Fig. IV.3.a).
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Reazemul dublu elimină două grade de libertate, translaţiile pe axele OX şi OY şi
permite rotaţia ı̂n jurul unei axe normale pe planul OXY (Fig. IV.3.b).

Reazemul triplu elimină cele trei grade de libertate ale secţiunii (Σ) ı̂n planul OXY ,
realizând imobilizarea rigidă a corpului (W ) (Fig. IV.3.c).

Ca tip de legătură, reazemele se ı̂ncadrează ı̂n categoria mai generală a rezemării
unui corp pe o suprafaţă.

Observaţia 4.13 Reazemul dublu este echivalent cu articulaţia cilindrică. Reazemul
triplu se mai numeşte şi ı̂ncastrare.

Acţiunea reazemelor asupra corpurilor se exprimă prin forţe de legătură, numite ı̂n
continuare reacţiuni.
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a) reazem simplu b) reazem dublu c) reazem triplu

Figura IV.3. Legătura prin reazăm

Reacţiunile dezvoltate ı̂n reazeme sunt eforturi (forţe şi momente) pe direcţiile grade-
lor de libertate eliminate. Sensul reacţiunilor este contrar tendinţelor de mişcare ale
corpului sub acţiunea forţelor active aplicate. Dacă gradul de libertate ı̂nlăturat este o
translaţie reacţiunea este o forţă, dacă este o rotaţie reacţiunea este un moment, adică
un cuplu de forţe.

În Figura IV.3, notaţiile reprezintă:

F – forţa activă aplicată secţiunii (Σ);

RX , RY – forţele de reacţiune pe axele OX,OY ;

MZ – momentul de reacţiune pe axa OZ.

Reacţiunile ı̂n reazemul simplu se reduc la o forţă pe direcţia axei OY, R = RY .
Reacţiunile ı̂n reazemul dublu se reduc la o forţă cu două componente pe axele OX

şi OY :

R = RX +RY , |R| =
√
R2
X +R2

Y . (4.13)

Reacţiunile ı̂n reazemul triplu se reduc la un torsor, adică o forţă cu două compo-
nente pe axele OX şi OY şi un moment (cuplu de forţe) pe axa OZ:

R = RX +RY , |R| =
√
R2
X +R2

Y , MZ = MZ · k. (4.14)
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În cazul corpului solid rigid legat prin articulaţie cilindrică (lagăr cilindric, IV.2.3),
legătura poate dezvolta şi un moment de frecare la alunecare pe direcţia axei articulaţiei
(OZ), ı̂n sens contrar tendinţei de rotaţie:

|M f | ≤ µr|R|, M f = Mf · k, (4.15)

cu egalitate ı̂n cazul mişcării de rotaţie plană, unde µ este coeficientul de frecare
la alunecare definit ı̂n (4.10), r este raza articulaţiei cilindrice, iar |R| este forţa de
reacţiune definită ı̂n (4.13).

În cazul unui corp solid rigid legat prin lagăr pivot (IV.2.3), forţa de reacţiune are
trei componente pe direcţiile axelor de coordonate (OX, OY şi OZ – axa lagărului):

R = RX +RY +RZ , |R| =
√
R2
X +R2

Y +R2
Z . (4.16)

Legătura prin lagăr pivot poate dezvolta şi un moment de frecare la alunecare pe
direcţia axei lagărului (OZ), ı̂n sens contrar tendinţei de rotaţie. Relaţia de definiţie
este aceeaşi ca ı̂n cazul lagărului cilindric (relaţia (4.15)), cu precizarea că r reprezintă
raza medie a suprafeţelor conice şi forţa de reacţiune este dată de (4.13).

Din punct de vedere al gradelor de libertate, cupla de rotaţie spaţială (articulaţia
sferică) prezentată ı̂n IV.2.3 apare ca un reazem care elimină posibilităţile de translaţie
ı̂n spaţiu. În cazul unui corp solid rigid raportat la un reper triortogonal OXY Z,
legătura prin articulaţie sferică ı̂nlătură trei grade de libertate: translaţiile pe axele
OX, OY , OZ şi perimite rotaţiile ı̂n jurul acestor axe. Astfel, reacţiunea dezvoltată
ı̂ntr-o articulaţie sferică este o forţă cu trei componente pe axele OX, OY şi OZ, definită
la fel ca ı̂n cazul lagărului pivot:

R = RX +RY +RZ , |R| =
√
R2
X +R2

Y +R2
Z . (4.17)

Legătura prin articulaţie sferică poate dezvolta şi un moment de frecare la alunecare
pe direcţia axei instantanee de rotaţie, ı̂n sens contrar tendinţei de rotaţie:

|M f | ≤ µr|R|, (4.18)

cu egalitate ı̂n cazul mişcării de rotaţie, unde µ este coeficientul de frecare la alunecare
definit ı̂n (4.10), r este raza articulaţiei sferice, iar |R| este forţa de reacţiune definită
ı̂n (4.17).

Observaţia 4.14 Dacă reperul de referinţă are axa OX orizontală şi axa OY verticală,
reacţiunile forţe pe axa OX se notează cu litera H, iar pe axa OY se notează cu litera
V , notaţii uzuale ı̂n problemele de statică.

Observaţia 4.15 Unităţile de măsură pentru momentele de frecare prezentate ı̂n IV.2.2
şi IV.2.4 sunt unitatea de forţă ı̂nmulţită cu unitatea de lungime (N ·m).

Axioma 4.2 (axioma legăturilor) În cazul unui corp solid rigid cu legături aplicate, ac-
ţiunea acestora asupra corpului poate fi ı̂nlocuită prin forţele şi momentele de legătură,
considerând astfel corpul solid liber.

Observaţia 4.16 Legăturile aplicate sunt cele prezentate ı̂n IV.2.1, IV.2.3 şi IV.2.4.
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IV.2.5. Condiţia de echilibru static a corpului solid

Se consideră un corp solid rigid (W ) cu legături aplicate asupra căruia acţionează
un sistem compus din n forţe şi un moment rezultant:

F = {F 1, F 2, ..., F n,M}, (4.19)

active şi pasive, care include şi reacţiunile legăturilor, conform axiomei legăturilor.
Se raportează corpul (W ) la un reper triortogonal OXY Z. Forţele active şi pasive

se definesc la fel ca ı̂n cazul punctului material (IV.1.3).
Studiul static al corpului solid rigid presupune determinarea reacţiunilor legăturilor

ı̂n condiţiile ı̂n care se cunosc forţele active aplicate.
În conformitate cu II.8 (cazurile de reducere), condiţia de echilibru static a corpului

solid (W ) este ca torsorul ı̂n raport cu polul O (originea reperului) al forţelor care
acţionează asupra sa să fie nul:

R = 0, MO = 0, (4.20)

la care se adaugă condiţia iniţială de repaos.
Rezultanta (R) este definită ca suma vectorială a forţelor active şi pasive care

acţionează asupra corpului. Momentul rezultant (MO) este definit ca suma vecto-
rială a momentelor acestor forţe ı̂n raport cu polul O la care se adună momentele de
legătură ı̂n cazul ı̂n care corpul are legături care implică astfel de reacţiuni (moment de
ı̂ncastrare, moment de frecare la rostogolire, moment de frecare la pivotare etc.).

Conform (4.19), componentele torsorului sunt:

R = F 1 + F 2 + · · ·+ F n,

MO = MO(F 1) +MO(F 2) + · · ·+MO(F n) +M,
(4.21)

unde s-a notat M suma rezultantă a momentelor active şi de legătură, definită cuplu
de forţe independent de pol ı̂n relaţia (4.19).

Ecuaţiile (4.20) se proiectează pe axe, obţinând câte trei ecuaţii scalare:

RX = 0, RY = 0, RZ = 0,

MOX = 0, MOY = 0, MOZ = 0.
(4.22)

Conform (4.21) şi (4.22), rezultă:

n∑
µ=1

FµX = 0,
n∑
µ=1

FµY = 0,
n∑
µ=1

FµZ = 0,

n∑
µ=1

MOX(F µ) +MX = 0,
n∑
µ=1

MOY (F µ) +MY = 0,
n∑
µ=1

MOZ(F µ) +MZ = 0,

(4.23)

unde n este numărul forţelor, active şi pasive, care acţionează asupra corpului (W ).
Ecuaţiile (4.23) constituie sistemul ecuaţiilor scalare de echilibru static. În cazul

legăturilor cu frecare, la aceste ecuaţii se adaugă legile de frecare corespunzătoare (re-
laţiile (4.10)–(4.12), (4.15), (4.18)).
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Dacă sistemul de forţe F definit ı̂n (4.19) este un sistem de forţe coplanare, corpul
(W ) fiind imobilizat plan-paralel, acesta se raportează la un reper OXY Z astfel ı̂ncât
forţele sistemului să fie conţinute ı̂n planul OXY şi momentul M pe axa OZ. În
conformitate cu II.10.1 (sisteme de vectori coplanari), sistemul de forţe F se reduce la
un vector unic şi condiţiile de echilibru static (4.23) devin:

n∑
µ=1

FµX = 0,
n∑
µ=1

FµY = 0,
n∑
µ=1

MOZ(F µ) +MZ = 0, (4.24)

Rezolvarea unei probleme de statică a corpului solid rigid constă ı̂n determinarea
reacţiunilor legăturilor când se cunosc forţele active aplicate, adică ı̂n rezolvarea sis-
temului de ecuaţii scalare de echilibru static. Problema este static determinată dacă
numărul de necunoscute este egal cu numărul de ecuaţii. Dacă numărul de necunoscute
este mai mare decât numărul de ecuaţii, problema se rezolvă ı̂n cadrul disciplinei de
Rezistenţa Materialelor, considerând şi deformaţiile elastice ale corpului ı̂n ipoteza ı̂n
care acesta nu este perfect rigid.

IV.3. Statica sistemelor de corpuri

Se numeşte sistem mecanic un ansamblu de corpuri solide (rigide) aflate ı̂n interacţiune
mecanică prin legăturile aplicate. Sistemul mecanic include modelele mecanice de punct
material şi de corp solid (rigid). Legăturile sistemelor mecanice sunt cele prezentate ı̂n
cazul punctului material (IV.1.1) şi corpului solid (IV.2.1, IV.2.3 şi IV.2.4). În funcţie
de destinaţie, legăturile pot fi interioare, ı̂ntre corpurile sistemului şi exterioare, ı̂ntre
corpurile sistemului şi elementul exterior (baza sistemului).

Starea de echilibru static a unui sistem mecanic de corpuri solide rigide este obţinută
ca urmare a legăturilor exterioare aplicate şi a legăturilor interioare care ı̂nlătură posi-
bilităţile de mişcare relativă ı̂ntre elementele sistemului. Un sistem mecanic fără legături
exterioare este un sistem liber (nu se studiază ı̂n cadrul staticii).

Studiul static al sistemelor de corpuri solide presupune determinarea reacţiunilor
legăturilor interioare şi exterioare ı̂n ipoteza acţiunii unui sistem de forţe active.

Se consideră un sistem mecanic compus din m corpuri solide rigide

S = {W1,W2, ...,Wm} (4.25)

cu legături interioare şi exterioare aplicate, acţionat de un sistem compus din n forţe
active şi un moment rezultant, definit cuplu de forţe independent de pol:

F = {F 1, F 2, ..., F n,M}. (4.26)

Se raportează sistemul S la un reper triortogonal OXY Z. Condiţia de echilibru
static este aceeaşi ca ı̂n cazul corpului solid (rigid), torsorul ı̂n raport cu polul O (ori-
ginea reperului) al forţelor active şi pasive care acţionează asupra sistemului de corpuri
să fie nul:

R = 0, MO = 0, (4.27)

la care se adaugă condiţia iniţială de repaos.
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Rezultanta (R) este definită ca sumă vectorială a forţelor active (F 1, F 2, ..., F n) şi a
forţelor legăturilor exterioare ale sistemului de corpuri. Momentul rezultant (MO) este
definit ca suma vectorială a momentelor acestor forţe ı̂n raport cu polul O la care se
adună momentul activ M şi momentele de legătură ı̂n cazul ı̂n care sistemul de corpuri
are legături exterioare care implică astfel de reacţiuni (moment de ı̂ncastrare, moment
de frecare la rostogolire, moment de frecare la pivotare etc.).

Ecuaţiile (4.27) se proiectează pe axe, obţinând câte trei ecuaţii scalare:

RX = 0, RY = 0, RX = 0,

MOX = 0, MOY = 0, MOZ = 0.
(4.28)

În cazul legăturilor exterioare cu frecare, la aceste ecuaţii se adaugă şi legile de
frecare corespunzătoare (relaţiile (4.10)–(4.12), (4.15), (4.18)).

Rezolvarea unei probleme de statică a sistemelor de corpuri constă ı̂n determinarea
reacţiunilor legăturilor când se cunosc forţele active aplicate. Ecuaţiile (4.28) permit
determinarea reacţiunilor legăturilor exterioare numai ı̂n cazuri particulare, pentru sis-
teme static determinate exterior, la care numărul reacţiunilor legăturilor exterioare este
egal cu numărul de ecuaţii scalare. Ecuaţiile (4.28) nu implică reacţiunile legăturilor
interioare.

Pentru rezolvarea completă a problemei, se aplică metoda separării corpurilor sau
alte metode echivalente cu aceasta (metoda echilibrului părţilor, metoda secţiunilor)
prezentate ı̂n literatura de specialitate ([17], [21], [22]).

În continuare, se prezintă modul de rezolvare a problemei prin metoda separării
corpurilor, care implică desfacerea legăturilor interioare şi exterioare ale sistemului de
corpuri ([17], [21], [22]).

Se consideră separat fiecare corp (Wµ) al sistemului de corpuri raportat la un reper
propriu OµXµYµZµ, µ = 1,m. Conform axiomei legăturilor (axioma 4.2), legăturile
aplicate corpului (Wµ), atât interioare cât şi exterioare, se ı̂nlocuiesc prin reacţiunile
corespunzătoare, forţe şi momente ı̂n cazul legăturilor care implică momente de legătură.

Se scriu condiţiile de echilibru static pentru fiecare corp al sistemului ı̂n reperele
proprii considerate:

Rµ = 0, MOµ = 0, µ = 1,m, (4.29)

la care se adaugă condiţiile iniţiale de repaos.
Rezultanta (Rµ) este definită ca suma vectorială a forţelor active şi a forţelor

legăturilor interioare şi exterioare ale corpului (Wµ), µ = 1,m. Momentul rezulant
(MOµ) este definit ca suma vectorială a momentelor acestor forţe ı̂n raport cu polul

Oµ, originea reperului propriu, la care se adună componenta momentului activ M
care acţionează asupra corpului (Wµ) şi momentele de legătură ı̂n cazul ı̂n care cor-
pul (Wµ) are legături interioare şi exterioare care implică astfel de reacţiuni (moment
de ı̂ncastrare, moment de frecare la rostogolire, moment de frecare la pivotare etc.),
µ = 1,m.

La desfacerea legăturilor interioare ale sistemului de corpuri se aplică principiul
acţiunii şi reacţiunii. Astfel, dacă corpul (Wµ) are o legătură cu corpul (Wσ), µ, σ =
1,m, µ 6= σ, forţele rezultante Rµ şi Rσ din ecuaţiile (4.29) includ forţele de legătură
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F σµ, respectiv F µσ care satisfac relaţia:

F µσ = −F σµ. (4.30)

Forţa F σµ este forţa cu care corpul (Wσ) acţionează asupra corpului (Wµ), iar forţa
F µσ este forţa cu care corpul (Wµ) acţionează asupra corpului (Wσ) prin legătura inte-
rioară.

Dacă legătura dintre corpurile (Wµ) şi (Wσ) implică şi un moment de legătură,
momentele rezultante MOµ şi MOσ din ecuaţiile (4.29) includ momentele de legătură

Mσµ, respectiv Mµσ, care satisfac relaţia

Mµσ = −Mσµ, (4.31)

definite cupluri de forţe independente de pol, cu aceeaşi explicaţie ca ı̂n cazul relaţiei
(4.30).

Ecuaţiile (4.29) se proiectează pe axele reperelor proprii, obţinând un număr de
(6m) ecuaţii scalare, µ = 1,m:

RµX = 0, RµY = 0, RµZ = 0,

MOµX = 0, MOµY = 0, MOµZ = 0.
(4.32)

Ecuaţiile (4.32) constituie sistemul ecuaţiilor scalare de echilibru static. În cazul
legăturilor cu frecare, la aceste ecuaţii se adaugă şi legile de frecare corespunzătoare
(relaţiile (4.10)–(4.12), (4.15), (4.18)).

Dacă sistemul de forţe active F definit ı̂n (4.26) este un sistem de forţe coplanare,
sistemul de corpuri S fiind imobilizat plan-paralel, acesta se raportează la un reper
OXY Z astfel ı̂ncât forţele sistemului F să fie conţinute ı̂n planul OXY şi momentul
activ M pe axa OZ. Corpurile (Wµ) ale sistemului S se raportează la repere proprii
OµXµYµZµ astfel ı̂ncât planele OµXµYµ să coincidă cu planul OXY şi axele OµZµ să
fie paralele cu axa OZ:

OµXµYµ ≡ OXY, OZµ ‖ OZ, µ = 1,m. (4.33)

În conformitate cu II.10.1 (sisteme de vectori coplanari), sistemele de forţe care ac-
ţionează asupra corpurilor (Wµ) se reduc la vectori unici şi ecuaţiile de echilibru static
(4.32) devin:

RµX = 0, RµY = 0, MOµZ = 0, µ = 1,m, (4.34)

constituind un sistem cu (3m) ecuaţii scalare.
Rezolvarea unei probleme de statică a sistemelor de corpuri constă ı̂n determinarea

reacţiunilor legăturilor interioare şi exterioare când se cunosc forţele active aplicate,
adică ı̂n rezolvarea sistemului de ecuaţii scalare de echilibru static. Problema este
static determinată dacă numărul de necunoscute este egal cu numărul de ecuaţii, cu
aceeaşi precizare ca ı̂n IV.2.5. Reacţiunile legăturilor exterioare obţinute prin rezolvarea
sistemului de ecuaţii scalare (4.32) sau (4.34) trebuie să verifice şi ecuaţiile generale
(4.28).
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Capitolul V

CINEMATICA

Cinematica este capitolul mecanicii clasice care studiază mişcarea mecanică a cor-
purilor solide, adică deplasarea prin modificarea poziţiei ocupate ı̂n spaţiu ı̂ntr-un anu-
mit interval de timp. Studiul cinematic nu ia ı̂n considerare forţele care acţionează
asupra corpurilor, ci numai efectul acestor forţe, adică starea de mişcare mecanică a
corpurilor.

Din punct de vedere al modelelor mecanicii clasice (prezentate ı̂n Introducere) cine-
matica are două diviziuni: cinematica punctului material şi cinematica corpului solid
(rigid). În raport cu noţiunile fundamentale de spaţiu şi timp ale mecanicii clasice,
cinematica prezintă ca noţiuni de bază traiectoria, viteza şi acceleraţia.

Traiectoria este definită ca mulţimea poziţiilor succesive ocupate ı̂n spaţiu de un
punct material sau de un punct care aparţine unui corp solid ı̂n mişcare. Viteza şi
acceleraţia sunt mărimi fizice care dau informaţii calitative asupra mişcării. Viteza
măsoară spaţiul parcurs de un punct material sau de un punct care aparţine unui corp
solid ı̂ntr-un anume interval de timp şi indică direcţia şi sensul mişcării. Acceleraţia
măsoară variaţia vitezei ı̂n timp. În cazul corpului solid (rigid) se introduc noţiunile de
câmp de viteze şi câmp de acceleraţii, corpul având o infinitate de puncte.

Studiul cinematic al punctului material şi al corpului solid se raportează la un reper
de referinţă ı̂n care se exprimă parametrii de poziţie ai punctului material şi ai corpului
solid (coordonatele). Reperul de referinţă este un corp solid nedeformabil, ı̂n mod curent
reperul triortogonal OXY Z. Dacă reperul este fix, mişcarea punctului material sau a
corpului solid faţă de acesta se numeşte mişcare absolută. Dacă reperul de referinţă este
ı̂n mişcare, mişcarea punctului material sau a corpului solid faţă de acesta se numeşte
mişcare relativă.

Problemele cinematicii sunt de două tipuri:

• probleme directe, când se cunosc legile de variaţie ı̂n timp ale parametrilor de
poziţie (ale coordonatelor) şi se determină traiectoriile, vitezele şi acceleraţiile;

• probleme inverse, când se cunosc acceleraţiile şi anumite condiţii ale mişcării
(condiţii iniţiale) şi se determină legile de variaţie ı̂n timp ale parametrilor de
poziţie (legile de mişcare).
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V.1. Cinematica punctului material

Subiectul acestui subcapitol al cursului este modelul mecanic de punct material.
Cinematica punctului material studiază mişcarea mecanică a acestui model fizic,

adică un corp de dimensiuni neglijabile, fără a lua ı̂n considerare masa şi forţele care
acţionează asupra acestuia. Un punct material ı̂n mişcare are o singură traiectorie, iar
la un moment dat are o anumită viteză şi acceleraţie. Pentru studiul mişcării punctului
material este necesar un reper. Mişcarea punctului material raportată la un reper fix
se numeşte absolută, iar raportată la un reper mobil (un corp ı̂n mişcare) se numeşte
relativă. Modelul mecanic de punct material prezintă trei grade de libertate ı̂n spaţiu.
Într-un reper triortogonal, acestea sunt cele trei coordonate carteziene ale sale.

Se consideră un punct material P raportat la un reper triortogonal OXY Z cu
versorii axelor de coordonate notaţi i, j, k. Poziţia punctului material ı̂n reperul OXY Z
este dată de vectorul de poziţie

r = OP = x · i+ y · j + z · k, (5.1)

unde x, y, z sunt coordonatele carteziene ale punctului P .
Starea de mişcare mecanică a punctului material este dată de modificarea poziţiei

ı̂n timp, fiind exprimată prin funcţiile de variaţie ı̂n timp ale vectorului de poziţie,
respectiv ale coordonatelor ı̂n reperul considerat:

r = r(t) = x(t) · i+ y(t) · j + z(t) · k, t ∈ [t0, t3], (5.2)

unde t0 reprezintă momentul iniţial şi t3 momentul final al mişcării.
Pentru a descrie din punct de vedere fizic mişcarea punctului material, funcţiile din

relaţia (5.2) trebuie să fie continue, uniforme şi cel puţin de două ori derivabile ı̂n raport
cu variabila t (timpul) pe domeniul de definiţie. Exprimarea analitică a acestor condiţii
este următoarea, ı̂n ordinea ı̂n care au fost numite:

• pentru orice t ∈ [t0, t3] este satisfăcută condiţia

lim
∆t→0

r(t+ ∆t) = r(t); (5.3)

• pentru orice t ∈ [t0, t3] există un singur punct P care satisface condiţia

r = OP = r(t); (5.4)

• pentru orice t ∈ [t0, t3] se definesc funcţiile derivate

ṙ =
dr

dt
şi r̈ =

d2r

dt2
· (5.5)

Observaţia 5.1 Există cazuri ı̂n care funcţia ṙ poate fi nedefinită pentru anumite
momente t, având limită dublă, de exemplu ı̂n cazul ciocnirilor (punctul material ı̂n
mişcare loveşte o suprafaţă solidă).
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V.1.1. Traiectoria, viteza şi acceleraţia

Definiţia 5.1 Se numeşte traiectorie a punctului material ı̂n mişcare mulţimea de
puncte compusă din poziţiile succesive ocupate ı̂n spaţiu. Traiectoria este o curbă
continuă ı̂n spaţiul geometric euclidian.

Relaţia (5.2) exprimă ecuaţia vectorială a traiectoriei punctului P ı̂n reperul OXY Z,
un segment de curbă notat (Γ) ı̂ntre punctele P0 (poziţia iniţială) şi P3 (poziţia finală):

(Γ) : r = r(t), r(t0) = OP0, r(t3) = OP3, t ∈ [t0, t3]. (5.6)

Legile de variaţie ı̂n timp ale coordonatelor carteziene constituie ecuaţiile parame-
trice ale mişcării punctuloui P :

(Γ) : x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [t0, t3]. (5.7)
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Figura V.1. Traiectoria punctului material

Deoarece ı̂n problemele de cinematică nu ı̂ntotdeauna se poate recunoaşte traiec-
toria după ecuaţiile parametrice, se poate aplica (̂ın limita posibilităţilor) eliminarea
parametrului t din ecuaţiile de mişcare (5.7), obţinând traiectoria ca o curbă sub formă
implicită:

(Γ) :

{
f(x, y, z) = 0

g(x, y, z) = 0
(5.8)

Ecuaţiile (5.8) dau traiectoria punctului material ca intersecţie a două suprafeţe
geometrice (Σ1) şi (Σ2) date prin ecuaţii implicite:

(Σ1) : f(x, y, z) = 0, (Σ2) : g(x, y, z) = 0. (5.9)

Observaţia 5.2 Ecuaţiile (5.8) sunt folosite pentru determinarea traiectoriei ı̂n pro-
blemele de cinematică. Nu oferă informaţii calitative asupra mişcării.

Se notează P1 poziţia punctului material la momentul t1 şi P2 poziţia la un moment
ulterior t2:

r1 = r(t1) = OP1, r2 = r(t2) = OP2, t1 < t2, (5.10)

t1 şi t2 fiind momente de timp din intervalul de mişcare, t1, t2 ∈ [t0, t3].
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Definiţia 5.2 Se numeşte viteză medie a punctului material ı̂n mişcare pe intervalul
de timp [t1, t2] mărimea fizică vectorială definită prin relaţia:

vm =
∆r

∆t
=
r2 − r1

t2 − t1
=
r(t2)− r(t1)

t2 − t1
· (5.11)

Unităţile de măsură pentru viteză sunt unitatea de lungime raportată la unitatea
de timp, 〈vm〉 = m/s.
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Figura V.2. Viteza medie

Viteza instantanee (viteza la un moment dat) se defineşte prin trecerea la limită ı̂n
relaţia (5.11), considerând cele două momente de timp t1 şi t2 infinit apropriate.

Definiţia 5.3 Se numeşte viteză instantanee a punctului material ı̂n mişcare la un
moment dat t mărimea fizică vectorială definită prin relaţia:

v(t) = lim
∆t→0

∆r(t)

∆t
, v(t) = lim

∆t→0

r(t+ ∆t)− r(t)
∆t

, t ∈ [t0, t3], (5.12)

care este egală prin definiţie cu derivata vectorului de poziţie la momentul t ([1], [23]):

v =
dr

dt
= ṙ, (5.13)

unde prin punct s-a notat derivata de ordinul ı̂ntâi.
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Figura V.3. Viteza instantanee
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Observaţia 5.3 Viteza instantanee este un vector tangent la traiectorie ı̂n poziţia
curentă, conform definiţiei derivatei.

Definiţia 5.4 Se numeşte acceleraţie medie a punctului material ı̂n mişcare pe inter-
valul de timp [t1, t2] mărimea fizică vectorială definită prin relaţia:

am =
∆v

∆t
=
v2 − v1

t2 − t1
=
v(t2)− v(t1)

t2 − t1
, (5.14)

unde v1 şi v2 sunt vitezele instantanee la momentele t1 şi t2, definite conform (5.12).

Unităţile de măsură pentru acceleraţie sunt unitatea de lungime raportată la uni-
tatea de timp la pătrat, 〈am〉 = m/s2.

( )

X

O

O
1

2

1

2

3

Y

1

2
v

v

v

P

P

P

P

P
r

r

Z

G

Figura V.4. Acceleraţia medie

Acceleraţia instantanee (acceleraţia la un moment dat) se defineşte prin trecerea la
limită ı̂n relaţia (5.14), considerând cele două momente de timp t1 şi t2 infinit apropiate.

Definiţia 5.5 Se numeşte acceleraţie instantanee a punctului material ı̂n mişcare la un
moment dat t mărimea fizică vectorială definită prin relaţia:

a(t) = lim
∆t→0

∆v(t)

∆t
, a(t) = lim

∆t→0

v(t+ ∆t)− v(t)

∆t
, t ∈ [t0, t3], (5.15)

care este egală prin definiţie cu derivata vectorului viteză instantanee la momentul t
([1], [23]):

a =
dv

dt
= v̇ . (5.16)

Conform (5.13) şi (5.16), acceleraţia instantanee este egală cu derivata de ordinul
doi a vectorului de poziţie:

a =
d2r

dt2
= r̈ , (5.17)

unde prin două puncte s-a notat derivata de ordinul doi.
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Observaţia 5.4 Acceleraţia instantanee este un vector cu direcţia şi sensul spre centrul
de curbură al traiectoriei ı̂n poziţia curentă.

În continuare, prin viteză şi acceleraţie a punctului material ı̂n mişcare se va ı̂nţelege
viteza şi acceleraţia instantanee (la un moment dat).

V.1.2. Traiectoria, viteza şi acceleraţia ı̂n coordonate carteziene

Se consideră un punct material P raportat la un reper triortogonal OXY Z cu
versorii axelor de coordonate notaţi i, j, k. Se cunosc legile de mişcare ale punctului
material ı̂n coordonate carteziene, exprimate ca funcţii de timp, care reprezintă ecua-
ţiile parametrice ale traiectoriei:

(Γ) : x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [t0, t1], (5.18)

unde t0 este momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării.
Pentru a descrie din punct de vedere fizic mişcarea punctului material funcţiile

parametrice (5.18) trebuie să fie continue, uniforme şi cel puţin de două ori derivabile
pe intervalul de definiţie.

Dacă traiectoria nu este recunoscută din ecuaţiile parametrice (5.18), se poate aplica
eliminarea parametrului t din aceste ecuaţii, obţinând curba traiectorie ca intersecţie a
două suprafeţe geometrice date prin ecuaţii implicite:

(Γ) = (Σ1) ∩ (Σ2),

{
(Σ1) : f(x, y, z) = 0

(Σ2) : g(x, y, z) = 0
· (5.19)

Conform (5.13), viteza ı̂n coordonate carteziene este

v = ṙ = ẋ i+ ẏ j + ż k, (5.20)

unde ẋ, ẏ, ż sunt derivatele de ordinul ı̂ntâi ı̂n raport cu timpul ale funcţiilor (5.18):

ẋ =
dx

dt
, ẏ =

dy

dt
, ż =

dz

dt
, (5.21)

funcţii calculate la momentul curent t.
Conform (5.17), acceleraţia ı̂n coordonate carteziene este:

a = r̈ = ẍ i+ ÿ j + z̈ k, (5.22)

unde ẍ, ÿ, z̈ sunt derivatele de ordinul doi ı̂n raport cu timpul ale funcţiilor (5.18):

ẍ =
d2x

dt2
, ÿ =

d2y

dt2
, z̈ =

d2z

dt2
, (5.23)

funcţii calculate la momentul curent t.
Conform (5.20) şi (5.22), modulele vitezei şi acceleraţiei ı̂n coordonate carteziene

sunt:
|v| =

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2, |a| =

√
ẍ2 + ÿ2 + z̈2 (5.24)

şi reprezintă valorile nominale ale vitezei şi acceleraţiei la momentul curent.
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V.1.3. Traiectoria, viteza şi acceleraţia ı̂n coordonate cilindrice

Se consideră un punct material P raportat la un reper triortogonal OXY Z cu
versorii axelor de coordonate notaţi i, j, k. Se notează P0 proiecţia punctului P ı̂n
planul OXY . Coordonatele cilindrice ale punctului P sunt (Figura V.5):
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Figura V.5. Coordonatele cilindrice

• raza polară ρ, definită ca distanţa de la origine la punctul P0;

• unghiul polar θ, definit ca unghi ı̂ntre semiaxaOX pozitivă şi raza polară, măsurat
ı̂n sens direct trigonometric ı̂n planul OXY ;

• cota z, definită ca distanţa orientată dintre punctele P0 şi P , aceeaşi ca ı̂n coor-
donate carteziene.

Relaţiile de definiţie ale coordonatelor cilindrice sunt:

ρ = dist(O,P0), θ = ∠) (OX,OP0), z = P0P · k. (5.25)

Domeniile de definiţie ale coordonatelor cilindrice sunt:

ρ ≥ 0, θ ∈ [0, 2π), z ∈ R. (5.26)

Relaţiile de legătură ı̂ntre coordonatele cilindrice şi coordonatele carteziene sunt:

x = ρ · cos θ, y = ρ · sin θ, z = z, (5.27)

respectiv

ρ =
√
x2 + y2, sin θ =

y√
x2 + y2

, cos θ =
x√

x2 + y2
· (5.28)

În coordonate cilindrice se definesc versorul razei polare şi versorul unghiului polar.
Versorul razei polare (iρ) are direcţia OP0 şi sensul de la O spre P0. Versorul unghiului
polar (iθ) este perpendicular pe planul OP0P şi paralel cu planul OXY , fiind orientat
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ı̂n sensul creşterii unghiului polar. Triedrul (iρ, iθ, k) este drept orientat şi are caracter
intrinsec, având ca origine punctul P (sau P0).

Relaţiile de legătură ı̂ntre versorii cilindrici şi versorii cartezieni stabilite pe baza
definiţiei produsului scalar, sunt ([18], [20], [22]):

iρ = i cos θ + j sin θ, iθ = −i sin θ + j cos θ, (5.29)

respectiv
i = iρ cos θ − iθ sin θ, j = iρ sin θ + iθ cos θ, (5.30)

al treilea versor fiind acelaşi ı̂n ambele repere.
Se cunosc legile de mişcare ale punctului material P ı̂n coordonate cilindrice, expri-

mate ca funcţii de timp, care reprezintă ecuaţiile parametrice ale traiectoriei:

(Γ) : ρ = ρ(t), θ = θ(t), z = z(t), t ∈ [t0, t1], (5.31)

unde t0 este momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării.
Pentru a descrie din punct de vedere fizic mişcarea punctului material funcţiile

parametrice (5.31) trebuie să fie continue, uniforme şi cel puţin de două ori derivabile
pe intervalul de definiţie.

Observaţia 5.5 Dacă există momente de timp ı̂n intervalul de mişcare pentru care
raza polară se anulează, funcţia θ(t) poate fi discontinuă.

Dacă traiectoria nu este recunoscută din ecuaţiile (5.31), se exprimă legile de mişcare
ı̂n coordonate carteziene conform (5.27):

(Γ) :


x(t) = ρ(t) · cos θ(t)

y(t) = ρ(t) · sin θ(t), t ∈ [t0, t1].

z(t) = z(t)

(5.32)

Conform (5.1), (5.27) şi (5.30), vectorul de poziţie al punctului P ı̂n coordonate cilin-
drice este dat de relaţia:

r = ρ · iρ + z · k, (5.33)

care rezultă şi geometric din Figura V.5:

r = OP = OP0 + P0P . (5.34)

Conform (5.13) şi (5.33), viteza este

v = ρ̇ · iρ + ρ · i̇ρ + ż · k. (5.35)

Derivând prima relaţie (5.29), se obţine

i̇ρ = θ̇(−i · sin θ + j · cos θ). (5.36)

Înlocuind cea de-a doua relaţie (5.29) ı̂n (5.36), rezultă

i̇ρ = θ̇ · iθ. (5.37)
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Conform (5.35) şi (5.37), viteza punctului P ı̂n coordonate cilindrice este:

v = ρ̇ · iρ + ρ θ̇ · iθ + ż · k. (5.38)

Conform (5.16) şi (5.38), acceleraţia este

a = ρ̈ · iρ + ρ̇ · i̇ρ + (ρ̇ θ̇ + ρ θ̈)iθ + ρ θ̇ · i̇θ + z̈ · k. (5.39)

Derivând cea de-a doua relaţie (5.29), se obţine

i̇θ = −θ̇(i · cos θ + j · sin θ). (5.40)

Înlocuind prima relaţie (5.29) ı̂n (5.40), rezultă

i̇θ = −θ̇ · iρ. (5.41)

Conform (5.37), (5.39) şi (5.41), acceleraţia punctului P ı̂n coordonate cilindrice este

a = (ρ̈− ρ θ̇2)iρ + (ρ θ̈ + 2ρ̇ θ̇)iθ + z̈ · k. (5.42)

Conform (5.38) şi (5.42), modulele vitezei şi acceleraţiei ı̂n coordonate cilindrice sunt

|v| =

√
ρ̇2 + ρ2 θ̇2 + ż2, (5.43)

|a| =

√
(ρ̈− ρ θ̇2)2 + (ρ θ̈ + 2ρ̇ θ̇)2 + z̈2, (5.44)

şi reprezintă valorile nominale ale vitezei şi acceleraţiei la momentul curent.

V.1.4. Traiectoria, viteza şi acceleraţia ı̂n coordonate sferice

Se consideră un punct material P raportat la un reper triortogonal OXY Z cu
versorii axelor de coordonate notaţi i, j, k. Se notează P0 proiecţia punctului P ı̂n
planul OXY . Coordonatele sferice ale punctului P sunt (Figura V.6):
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Figura V.6. Coordonatele sferice



112

• raza vectoare r, definită ca distanţă de la origine la punctul P ;

• unghiul polar θ, definit ca unghi ı̂ntre semiaxa OX pozitivă şi linia OP0, măsurat
ı̂n sens direct trigonometric ı̂n planul OXY ;

• unghiul cotei ϕ, definit ca unghi ı̂ntre semiaxa OZ pozitivă şi raza vectoare OP .

Relaţiile de definiţie ale coordonatelor sferice sunt:

r = dist(O,P ), θ = ∠) (OX,OP0), ϕ = ∠) (OZ,OP ). (5.45)

Domeniile de definiţie ale coordonatelor sferice sunt:

ρ ≥ 0, θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, π]. (5.46)

Relaţiile de legătură ı̂ntre coordonatele sferice şi coordonatele carteziene sunt:
x = r · sinϕ · cos θ

y = r · sinϕ · sin θ,
z = r · cosϕ

(5.47)

respectiv

r=
√
x2+y2+z2, sin θ=

y√
x2+y2

, cos θ=
x√
x2+y2

,ϕ=arccos
z√

x2+y2+z2
· (5.48)

În coordonate sferice se definesc versorul razei vectorare, versorul unghiului polar şi
versorul unghiului cotei. Versorul razei vectoare (ir) are direcţia OP şi sensul de la O
spre P . Versorul unghiului polar (iθ) este perpendicular pe planul OP0P şi paralel cu
planul OXY , fiind orientat ı̂n sensul creşterii unghiului polar. Versorul unghiului cotei
(iϕ) este conţinut ı̂n planul OP0P , perpendicular pe raza vectoare OP , fiind orientat
ı̂n sensul creşterii unghiului cotei. Triedrul (ir, iθ, iϕ) este stâng orientat şi are caracter
intrinsec, având ca origine punctul P .

Relaţiile de legătură ı̂ntre versorii sferici şi versorii cartezieni sunt ([21], [27], [30]):

ir = i · cos θ · sinϕ+ j · sin θ · sinϕ+ k · cosϕ

iθ = −i · sin θ + j · cos θ

iϕ = i · cos θ · cosϕ+ j · sin θ · cosϕ− k · sinϕ,
(5.49)

respectiv
i = ir · cos θ · sinϕ− iθ · sin θ + iϕ · cos θ · cosϕ

j = ir · sin θ · sinϕ+ iθ · cos θ + iϕ · sin θ · cosϕ

k = ir · cosϕ− iϕ · sinϕ.
(5.50)

Se cunosc legile de mişcare ale punctului material P ı̂n coordonate sferice, exprimate
ca funcţii de timp, care reprezintă ecuaţiile parametrice ale traiectoriei:

(Γ) : r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t), t ∈ [t0, t1], (5.51)
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unde t0 este momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării.
Pentru a descrie din punct de vedere fizic mişcarea punctului material, funcţiile

parametrice (5.51) trebuie să fie continue, uniforme şi cel puţin de două ori derivabile
pe intervalul de definiţie.

Observaţia 5.6 Dacă există momente de timp ı̂n intervalul de mişcare pentru care
raza vectoare se anulează, funcţiile θ(t) şi ϕ(t) pot fi discontinue. Funcţia θ(t) poate fi
discontinuă pentru ϕ = 0 şi ϕ = π.

Dacă traiectoria nu este recunoscută din ecuaţiile (5.51), se exprimă legile de mişcare
ı̂n coordonate carteziene conform (5.47):

(Γ) :


x(t) = r(t) · cos θ(t) · sinϕ(t)

y(t) = r(t) · sin θ(t) · sinϕ(t), t ∈ [t0, t1].

z(t) = r(t) · cosϕ(t)

(5.52)

Conform (5.1), (5.47) şi (5.50), vectorul de poziţie al punctului P ı̂n coordonate
sferice este dat de relaţia:

r = r · ir, (5.53)

care rezultă şi geometric din Figura V.6.
Conform (5.13) şi (5.53), viteza este

v = ṙ · ir + r · i̇r. (5.54)

Calculând derivata versorului ir conform (5.49), se obţine

i̇r = θ̇ · iθ · sinϕ+ ϕ̇ · iϕ. (5.55)

Conform (5.54) şi (5.55), viteza punctului P ı̂n coordonate sferice este

v = ṙ · ir + r θ̇ sinϕ · iθ + r ϕ̇ · iϕ. (5.56)

Conform (5.16) şi (5.56), acceleraţia este

a = r̈ · ir + ṙ · i̇r + (ṙ θ̇ + r θ̈)iθ · sinϕ+ r ϕ̇ · i̇ϕ
+ r θ̇(i̇θ · sinϕ+ ϕ̇ iθ · cosϕ) + (ṙ ϕ̇+ r ϕ̈)iϕ.

(5.57)

Calculând derivata versorului iθ conform (5.49), se obţine

i̇θ = −θ̇(i · cos θ + j · sin θ). (5.58)

Înmulţind prima relaţie (5.49) cu (sinϕ) şi a treia relaţie cu (cosϕ) şi adunând
rezultă:

ir · sinϕ+ iϕ · cosϕ = i · cos θ + j · sin θ. (5.59)

Înlocuind (5.59) ı̂n (5.58), se obţine

i̇θ = −θ̇(ir · sinϕ+ iϕ · cosϕ). (5.60)
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Calculând derivata versorului iϕ conform (5.49), se obţine

i̇ϕ = θ̇ · iθ · cosϕ− ϕ̇ · ir. (5.61)

Înlocuind derivatele versorilor ir, iθ şi iϕ conform (5.55), (5.60) respectiv (5.61) ı̂n
(5.57) şi grupând termenii, acceleraţia punctului P ı̂n coordonate sferice este:

a = ar · ir + aθ · iθ + aϕ · iϕ (5.62)

cu următoarele componente:

ar = r̈ − r ϕ̇2 − r θ̇2 · sin2 ϕ

aθ = r θ̈ · sinϕ+ 2r θ̇ϕ̇ · cosϕ+ 2ṙ θ̇ · sinϕ
aϕ = r ϕ̈+ 2ṙ ϕ̇− r θ̇2 · sinϕ · cosϕ.

(5.63)

Conform (5.56) şi (5.62), modulele vitezei şi acceleraţiei ı̂n coordonate sferice sunt

|v| =

√
ṙ2 + r2θ̇2 · sin2 ϕ+ r2ϕ̇2, (5.64)

|a| =
√
a2
r + a2

θ + a2
ϕ, (5.65)

unde ar, aθ, aϕ sunt date de (5.63) şi reprezintă valorile nominale ale vitezei şi acceleraţiei
la momentul curent.

V.1.5. Viteza şi acceleraţia ı̂n coordonate intrinseci

Mişcarea punctului material se raportează la coordonata intrinsecă ı̂n cazul ı̂n care
este cunoscută traiectoria.

Se consideră un punct material P ı̂n mişcare pe o traiectorie dată (Γ). Pe curba
(Γ) se stabileşte o origine O′ şi un sens pozitiv. Coordonata intrinsecă a punctului
material P pe traiectoria (Γ) este definită ca lungimea orientată a arcului de curbă
dintre originea O′ şi punctul P , notată s. Dacă de la O′ la P curba este parcursă ı̂n
sens pozitiv, coordonata intrinsecă este pozitivă, ı̂n sens contrar este negativă. Pe curba
(Γ) se definesc versorii reperului intrinsec, versorul tangent şi versorul normal. Versorul
tangent τ are direcţia tangentei la curbă ı̂n poziţia curentă şi este orientat spre sensul
pozitiv stabilit pe curbă. Versorul normal V are direcţia normalei principale la curbă ı̂n
poziţia curentă şi este orientat spre centrul de curbură al acesteia. Normala principală
este normala conţinută ı̂n planul osculator al curbei ([10], [18], [29]).

Se cunoaşte legea de mişcare a punctului material P ı̂n coordonata intrinsecă, ex-
primată ca funcţie de timp, care reprezintă ecuaţia parametrică a mişcării:

(Γ) : s = s(t), t ∈ [t0, t1], (5.66)

unde t0 este momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării.
Pentru a descrie din punct de vedere fizic mişcarea punctului material, funcţia para-

metrică (5.66) trebuie să fie continuă, uniformă şi cel puţin de două ori derivabilă pe
intervalul de definiţie.
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Figura V.7. Coordonata intrinsecă

Raportând traiectoria (Γ) la un reper triortogonal OXY Z cu versorii axelor de co-
ordonate notaţi i, j, k, versorul tangent τ se exprimă ı̂n funcţie de corodonata intrinsecă
printr-o relaţie din geometria diferenţială ([5], [27], [29]), cunoscută ca prima formulă a
lui Frenet:

τ =
dr

ds
, (5.67)

unde r este vectorul de poziţie al punctului P ı̂n reperul considerat:

r = x · i+ y · j + z · k. (5.68)

Conform (5.13) şi (5.67), viteza punctului P ı̂n coordonata intrinsecă este

v = ṡ τ , ṡ =
ds

dt
· (5.69)

Conform (5.16) şi (5.69), acceleraţia ı̂n coordonata intrinsecă este

a = s̈ τ + ṡ τ̇ , s̈ =
d2s

dt2
· (5.70)

Derivata versorului tangent ı̂n raport cu parametrul t se exprimă ı̂n funcţie de coor-
donata intrinsecă printr-o relaţie din geometria diferenţială ([5], [27], [29]), cunoscută
ca a doua formulă a lui Frenet:

τ̇ =
ṡ

RC

ν, (5.71)

unde RC reprezintă raza de curbură a traiectoriei (Γ) ı̂n poziţia curentă.
Conform (5.70) şi (5.71), acceleraţia punctului P ı̂n coordonata intrinsecă este

a = s̈ τ +
ṡ2

RC

ν. (5.72)

Conform (5.69) şi (5.72), modulele vitezei şi acceleraţiei ı̂n coordonata intrinsecă
sunt

|v| = |ṡ|, |a| =

√
s̈2 +

ṡ4

R2
C

(5.73)

şi reprezintă valorile nominale ale vitezei şi acceleraţiei la momentul curent.
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Observaţia 5.7 Expresiile vitezei şi acceleraţiei ı̂n coordonata intrinsecă permit cal-
cularea razei de curbură a traiectoriei cu relaţia ([12], [20], [21]):

RC =
|v|3

|v × a|
· (5.74)

V.1.6. Studiul calitativ al mişcării punctului material

Studiul calitativ se referă la stabilirea caracterului mişcării, adică dacă mişcarea este
accelerată, ı̂ncetinită sau uniformă.

Definiţia 5.6 Un punct material are o mişcare uniformă dacă viteza este constantă ca
valoare ı̂n timp

|v| = const. (5.75)

Definiţia prezintă două completări: dacă viteza este crescătoare, mişcarea este ac-
celerată, iar dacă viteza este descrescătoare, mişcarea este ı̂ncetinită.

Se consideră un punct material P raportat la un reper triortogonal OXY Z. Starea
de mişcare a punctului material este exprimată prin funcţia de variaţie ı̂n timp a vec-
torului de poziţie:

r = OP = r(t), t ∈ [t0, t3], (5.76)

unde t0 este momentul iniţial şi t3 momentul final al mişcării.
Punctul material are o mişcare accelerată dacă viteza este crescătoare ca valoare:

|v(t1)| < |v(t2)|, ∀ t1, t2 ∈ [t0, t3], t1 < t2. (5.77)

Punctul material are o mişcare ı̂ncetinită dacă viteza este descrescătoare ca valoare:

|v(t1)| > |v(t2)|, ∀ t1, t2 ∈ [t0, t3], t1 < t2. (5.78)

Efectuând produsul scalar dintre viteză şi acceleraţie, conform (5.69) şi (5.72) se
obţine:

v · a = ṡ · s̈ = v · v̇ = v · dv
dt

=
1

2
· d
dt

(v2). (5.79)

Pătratul vitezei din (5.79) are aceeaşi monotonie ca funcţia de modul a vitezei,
crescătoare sau descrescătoare. Derivata unei funcţii crescătoare este pozitivă, iar
derivata unei funcţii descrescătoare este negativă, rezultate cunoscute din analiza ma-
tematică ([1], [16], [23]).

Astfel, se pot formula următoarele concluzii asupra mişcării punctului material, pe
baza semnului produsului scalar dintre viteză şi acceleraţie:

• dacă produsul scalar este pozitiv, mişcarea este accelerată;

• dacă produsul scalar este nul, mişcarea este uniformă;

• dacă produsul scalar este negativ, mişcarea este ı̂ncetinită.



117

V.1.7. Cazuri particulare de mişcări ale punctului material

V.1.7.a. Mişcarea rectilinie. Un punct material are o mişcare rectilinie atunci
când traiectoria este un segment de dreaptă. Mişcarea se raportează la un reper astfel
ca axa OX să coincidă cu traiectoria punctului. Ecuaţia parametrică a mişcării este
dată de variaţia abscisei ı̂n timp:

x = x(t), t ∈ [t0, t1], (5.80)

unde t0 este momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării, funcţie continuă, uniformă
şi cel puţin de două ori derivabilă pe intervalul de definiţie.

Viteza şi acceleraţia punctului material sunt:

v = ẋ =
dx

dt
, a = ẍ =

d2x

dt2
· (5.81)

Dacă viteza este constantă, mişcarea se numeşte rectilinie uniformă, dacă acceleraţia
este constantă, mişcarea se numeşte rectilinie uniform variată.

V.1.7.b. Mişcarea rectilinie oscilatorie armonică. Un caz particular al mişcării
rectilinii este mişcarea rectilinie oscilatorie armonică. Această mişcare se obţine atunci
când funcţia x(t) din (5.80) este o funcţie armonică de forma:

x(t) = A · sin(ω · t+ ϕ), t ≥ 0, (5.82)

unde A, ω şi ϕ sunt constante reale, ϕ ∈ [0, 2π).
Viteza şi acceleraţia punctului material sunt:

v = ẋ = ωA · cos(ω · t+ ϕ),

a = ẍ = −ω2A · sin(ω · t+ ϕ).
(5.83)

Traiectoria punctului material este un segment de dreaptă pe axa OX simetric ı̂n
jurul originii, ı̂ntre punctele de abscise (−A) şi A.

Poziţia iniţială a punctului material este:

x0 = x(0) = A · sinϕ. (5.84)

Mişcarea este periodică, de perioadă T = 2π/|ω|:

x(t) = x(t+ T ), t ≥ 0. (5.85)

Constantele din (5.82) se numesc: |A| amplitudinea mişcării, |ω| pulsaţia şi ϕ faza
iniţială. Unităţile de măsură pentru acestea sunt:

〈|A|〉 = m, 〈|ω|〉 = s−1, 〈ϕ〉 = rad .

Observaţia 5.8 Mişcarea rectilinie oscilatorie armonică reprezintă modelul matematic
al fenomenelor dinamice de vibraţii liniare ale punctului material şi corpului solid rigid.
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V.1.7.c. Mişcarea circulară. Un punct material are o mişcare circulară atunci
când traiectoria este un cerc sau un arc de cerc. Mişcarea se raportează la un reper
astfel ca planul cercului să coincidă cu planul OXY şi centrul cercului să coincidă cu
originea. Ecuaţiile parametrice ale mişcării sunt date de legile de variaţie ı̂n timp ale
coordonatelor polare:

ρ = R, θ = θ(t), t ∈ [t0, t1], (5.86)

unde R este raza traiectoriei, t0 este momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării,
funcţie continuă, uniformă şi cel puţin de două ori derivabilă pe intervalul de definiţie.
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Figura V.8. Mişcarea circulară

Conform (5.38) şi (5.86), viteza punctului material este

v = R θ̇ · iθ, |v| = R|θ̇| . (5.87)

Conform (5.42) şi (5.86), acceleraţia punctului material este

a = −R θ̇2 iρ +R θ̈ iθ, |a| = R
√
θ̇4 + θ̈2 . (5.88)

Definiţia 5.7 Prima derivată a unghiului polar ı̂n raport cu parametrul t se numeşte
viteză unghiulară şi se notează omega ([1], [30]):

ω = θ̇ =
dθ

dt
, ω = ω · k, (5.89)

mărime vectorială pe direcţia axei OZ.

Unităţile de măsură pentru viteza unghiulară sunt radianul pe secundă, 〈ω〉 = rad/s
sau s−1.

Definiţia 5.8 A doua derivată a unghiului polar ı̂n raport cu parametrul t se numeşte
acceleraţie unghiulară şi se notează epsilon ([1], [30]):

ε = ω̇ = θ̈ =
d2θ

dt2
, ε = ε · k, (5.90)

mărime vectorială pe direcţia axei OZ.

Unităţile de măsură pentru acceleraţia unghiulară sunt radianul pe secundă la
pătrat, 〈ε〉 = rad/s2 sau s−2.
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V.1.7.d. Mişcarea circulară uniformă. Un caz particular al mişcării circulare este
mişcarea circulară uniformă, cu viteză constantă ca valoare. Această mişcare se obţine
atunci când funcţia θ(t) din (5.86) este o funcţie liniară:

θ(t) = ω0 · t+ θ0, t ≥ 0, (5.91)

unde ω0 şi θ0 sunt constante reale, θ0 ∈ [0, 2π).
Conform (5.87), (5.88) şi (5.91), viteza şi acceleraţia punctului material sunt

v = R · ω0 iθ, a = −R · ω2
0 iρ , (5.92)

unde R este raza traiectoriei circulare din (5.86).
Constanta ω0 din (5.91) reprezintă viteza unghiulară a mişcării, conform (5.89).
Mişcarea este periodică ı̂n coordonate carteziene, de perioadă T = 2π/|ω0|:

x(t) = x(t+ T ), y(t) = y(t+ T ), t ≥ 0. (5.93)

Observaţia 5.9 Proiecţia unui punct material ı̂n mişcare circulară uniformă pe un
diametru al cercului este un punct ı̂n mişcare oscilatorie armonică.

V.2. Cinematica solidului rigid

Subiectul acestui subcapitol al cursului este modelul mecanic de corp solid rigid.
Cinematica corpului solid rigid studiază mişcarea mecanică a acestui model fizic,

adică un corp de dimensiuni măsurabile având o formă geometrică precizată, fără a
lua ı̂n considerare masa şi forţele care acţionează asupra acestuia. Problema directă
ı̂n studiul cinematic al corpului solid rigid are ca obiect determinarea traiectoriilor,
vitezelor şi acceleraţiilor punctelor corpului ı̂n ipoteza ı̂n care se cunosc legile de mişcare.
Aceste legi sunt exprimate la modul general pentru corpul ı̂n mişcare şi permit deter-
minarea traiectoriei, vitezei şi acceleraţiei unui punct oarecare al corpului prin aplicarea
formulelor de calcul corespunzătoare.

Un corp solid rigid ı̂n mişcare prezintă un câmp de viteze şi un câmp de acceleraţii,
deoarece corpul are o infinitate de puncte. Câmpurile de viteze şi de acceleraţii sunt
câmpuri vectoriale şi sunt exprimate analitic prin formula vitezelor, respectiv formula
acceleraţiilor, specifice pentru fiecare tip de mişcare ı̂n parte.

Cea mai simplă formă geometrică a unui corp solid rigid ı̂n mişcare este segmentul
de dreaptă, dar acest model nu acoperă cazul general al corpurilor tridimensionale.

Studiul cinematic al corpului solid se face ı̂n ipoteza de rigiditate, deoarece formulele
stabilite pentru viteze şi acceleraţii sunt valabile ı̂n condiţiile ı̂n care nu există mişcări
relative ı̂ntre punctele corpului. Ipoteza de rigiditate presupune ca distanţa dintre
două puncte oarecare ale corpului să nu se modifice ı̂n timpul mişcării. Această ipoteză
are şi o consecinţă asupra vitezelor. Astfel, ı̂n cazul mişcării unui corp solid rigid,
proiecţiile vitezelor a două puncte oarecare ale corpului pe dreapta determinată de cele
două puncte sunt egale. Rezultatul este valabil pentru orice tip de mişcare ı̂n ipoteza
de rigiditate. Traiectoriile, vitezele şi acceleraţiile punctelor unui corp solid rigid ı̂n
mişcare se definesc la fel ca ı̂n cazul punctului material, care poate fi considerat un caz
particular de corp solid, corpul cu un singur punct.
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Studiul cinematic al corpului solid rigid presupune două repere de referinţă, un reper
fix la care se raportează poziţia corpului şi un reper mobil legat solidar de corp la care se
raportează punctele corpului conform geometriei acestuia. Condiţia de legare solidară
implică poziţia fixă a corpului ı̂n reperul mobil pe timpul mişcării, adică reperul mo-
bil este chiar corpul a cărui mişcare se studiază, reperul fix fiind un alt corp solid rigid
aflat ı̂n repaos. În continuare, prin reper de referinţă se va ı̂nţelege reperul fix. Reperele
uzuale sunt triortogonale, ı̂n care se exprimă coordonatele carteziene ale punctelor cor-
pului. Reperul fix se notează OXY Z, iar reperul mobil QX ′Y ′Z ′, notaţiile versorilor
axelor de coordonate fiind i, j, k pentru reperul fix, i

′
, j
′
, k
′

pentru reperul mobil.
Modelul mecanic de corp solid rigid prezintă şase grade de libertate ı̂n spaţiu. Ra-

portând corpul la un reper triortogonal fix OXY Z acestea sunt cele trei translaţii pe
axele de coordonate OX, OY , OZ şi cele trei rotaţii ı̂n jurul acestor axe. Poziţia cor-
pului ı̂n raport cu reperul de referinţă OXY Z este dată prin parametri de poziţie, care
ı̂n studiul cinematic se numesc parametri cinematici. Considerând un reper triortogo-
nal QX ′Y ′Z ′ legat solidar de corp, parametrii de poziţie sunt coordonate carteziene şi
unghiuri care dau poziţia reperului mobil ı̂n raport cu reperul fix. Pentru gradele de
libertate de translaţie parametrii de poziţie sunt cele trei coordonate carteziene ı̂n repe-
rul fix ale polului Q, originea reperului mobil. Pentru gradele de libertate de rotaţie
parametrii de poziţie sunt trei unghiuri definite ı̂ntre axele reperului mobil şi axele
reperului fix, numite unghiurile lui Euler, după numele matematicianului şi fizicianului
elveţian Leonhard Euler (1707-1783).

Pentru definirea unghiurilor lui Euler se consideră un reper triortogonal intermediar
O′′X ′′Y ′′Z ′′ având originea comună cu reperul mobil (O′′ ≡ Q) şi axele de coordonate
paralele şi de acelaşi sens cu axele reperului fix (O′′X ′′ ‖ OX,O′′Y ′′ ‖ OY,O′′Z ′′ ‖ OZ,
Figura V.9). Se notează QN dreapta de intersecţie a planelor QX ′Y ′ şi O′′X ′′Y ′′,
dreaptă numită linia nodurilor:

QN = QX ′Y ′ ∩O′′X ′′Y ′′. (5.94)

Cele trei unghiuri ale lui Euler se numesc unghi de precesie, unghi de rotaţie proprie
şi unghi de nutaţie, denumiri specifice disciplinei de astronomie, ca şi linia nodurilor.
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Figura V.9. Unghiurile lui Euler
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Unghiul de precesie se defineşte ı̂ntre semiaxa X ′′ pozitivă şi linia nodurilor, măsurat
ı̂n sens direct trigonometric ı̂n planul O′′X ′′Y ′′ şi notat ψ:

ψ = ∠) (O′′X ′′, QN) = ∠) (OX,QN). (5.95)

Unghiul de rotaţie proprie se defineşte ı̂ntre semiaxa X ′ pozitivă şi linia nodurilor,
măsurat ı̂n sens direct trigonometric ı̂n planul QX ′Y ′ şi notat ϕ:

ϕ = ∠) (QX ′, QN). (5.96)

Unghiul de nutaţie se defineşte ı̂ntre semiaxa Z ′′ pozitivă şi semiaxa Z ′ pozitivă,
notat θ:

θ = ∠) (O′′Z ′′, QZ ′) = ∠) (OZ,QZ ′). (5.97)

Ca parametri de poziţie, domeniile de valori ale unghiurilor lui Euler sunt:

ψ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, π]. (5.98)

Observaţia 5.10 Ca parametri cinematici, unghiurile lui Euler pot fi exprimate ca
funcţii de timp al căror codomeniu depăşeşte intervalele din (5.98). În aceste cazuri,
valoarea unghiului ı̂mpărţită la 2π indică numărul de rotaţii complete efectuate de corp.

În cazul cel mai general poziţia corpului solid rigid ı̂n raport cu reperul de referinţă
fix OXY Z este dată prin şase parametri de poziţie care corespund celor şase grade
de libertate: trei translaţii pe axele OX, OY , OZ şi trei rotaţii ı̂n jurul acestor axe.
Cele trei rotaţii ı̂n jurul axelor de coordonate sunt echivalente cu trei rotaţii simple ı̂n
planele unghiurilor lui Euler ([12], [22], [28]). Astfel, ca parametri de poziţie ai corpului
se consideră cele trei coordonate (carteziene) ale originii mobile ı̂n reperul fix şi cele trei
unghiuri ale lui Euler.

Se consideră un corp solid rigid (S) raportat la un reper de referinţă fix OXY Z şi
la un reper solidar legat de corp QX ′Y ′Z ′. Starea de mişcare mecanică a corpului solid
rigid este dată de modificarea poziţiei ı̂n timp, fiind exprimată prin funcţiile de variaţie
ı̂n timp ale parametrilor de poziţie, cele trei coordonate ale polului Q ı̂n reperul fix
(xQ, yQ, zQ) şi cele trei unghiuri ale lui Euler (ψ, ϕ, θ):

xQ = xQ(t), yQ = yQ(t), zQ = zQ(t),
t ∈ [t0, t1],

ψ = ψ(t), ϕ = ϕ(t), θ = θ(t),
(5.99)

unde t0 reprezintă momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării.
Pentru a descrie din punct de vedere fizic mişcarea corpului solid rigid, funcţiile

din relaţia (5.99) trebuie să fie continue, uniforme şi cel puţin de două ori derivabile
ı̂n raport cu variabila t (timpul) pe domeniul de definiţie, la fel ca ı̂n cazul punctului
material (subcapitolul V.1).

Observaţia 5.11 Există cazuri de mişcare ale corpului solid rigid ı̂n care funcţiile ψ(t)
şi ϕ(t) pot fi discontinue la anumite momente de timp, datorită condiţiei ca aceste
unghiuri să fie măsurate ı̂n sens direct trigonometric.

Funcţiile (5.99) se mai numesc parametri cinematici de ordinul zero ai corpului solid
rigid.
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V.2.1. Mişcarea de translaţie

Definiţia 5.9 Un corp solid are o mişcare de translaţie atunci când un segment de
dreaptă ı̂ntre două puncte oarecare ale sale ocupă poziţii paralele ı̂n spaţiu.

În mişcarea de translaţie, punctele corpului au traiectorii identice, aceleaşi viteze şi
aceleaşi acceleraţii la un moment dat. Forma geometrică a traiectoriei unui punct al
corpului dă numele mişcării de translaţie: translaţie rectilinie, translaţie circulară etc.
Mişcarea de translaţie este cea mai simplă mişcare a corpului solid rigid, studiul acesteia
se poate reduce la mişcarea unui singur punct al corpului, nefiind necesar reperul mobil.

Se consideră un corp solid rigid (S) raportat la un reper triortogonal fix OXY Z.
Mişcarea de translaţie a corpului (S) prezintă trei grade de libertate: corpul poate avea
translaţii pe axele OX,OY,OZ. Gradele de libertate sunt exprimate analitic prin cele
trei coordonate carteziene ale unui punct al corpului notat Q, originea reperului mobil:
xQ, yQ, zQ. Dacă este precizată traiectoria punctului Q ı̂n reperul fix OXY Z, numărul
gradelor de libertate se reduce la unu, posibilitatea de mişcare a unui punct pe o curbă
dată.

Mişcarea de translaţie a corpului (S) este complet determinată dacă se cunosc ı̂n
orice moment coordonatele carteziene ale punctului Q ı̂n reperul de referinţă:

Q : xQ = xQ(t), yQ = yQ(t), zQ = zQ(t), t ∈ [t0, t1], (5.100)

unde t0 este momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării, coordonate care dau
vectorul de poziţie al punctului Q:

rQ = xQ · i+ yQ · j + zQ · k. (5.101)
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Figura V.10. Mişcarea de translaţie

În mişcarea de translaţie, reperul mobil are axele paralele cu axele reperului fix
(QX ′ ‖ OX, QY ′ ‖ OY, QZ ′ ‖ OZ). Nu se definesc unghiurile lui Euler.

Ecuaţiile (5.100) sunt ecuaţiile parametrice ale mişcării de translaţie sau parametrii
cinematici de ordinul zero. Pentru a descrie din punct de vedere fizic mişcarea, funcţiile
de timp (5.100) trebuie să fie continue, uniforme şi cel puţin de două ori derivabile pe
intervalul de definiţie.
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Viteza şi acceleraţia punctului Q al corpului (S) ı̂n mişcare de translaţie se definesc
prin relaţiile (5.13), respectiv (5.17), ı̂n care se ı̂nlocuieşte vectorul de poziţie din (5.101)
şi constituie parametrii cinematici de ordinul ı̂ntâi, respectiv doi:

vQ = ẋQ · i+ ẏQ · j + żQ · k
aQ = ẍQ · i+ ÿQ · j + z̈Q · k,

(5.102)

notaţiile fiind cele cunoscute din V.1:

ẋQ =
dxQ
dt

, ẏQ =
dyQ
dt

, żQ =
dzQ
dt

, ẍQ =
d2xQ
dt2

, ÿQ =
d2yQ
dt2

, z̈Q =
d2zQ
dt2
· (5.103)

Viteza şi acceleraţia unui punct oarecare P al corpului (S) ı̂n mişcare de translaţie
sunt aceleaşi cu viteza, respectiv acceleraţia punctului Q, proprietăţi care rezultă din
definiţia mişcării:

v = vQ, a = aQ. (5.104)

V.2.2. Mişcarea de rotaţie plană

Definiţia 5.10 Un corp solid rigid are o mişcare de rotaţie plană (rotaţie simplă)
atunci când un segment de dreaptă al acestuia ocupă poziţie fixă ı̂n spaţiu.

Axa care conţine segmentul fix de dreaptă se numeşte axă de rotaţie şi poate să nu
intersecteze volumul fizic al corpului, fiind solidară cu corpul, adică are ı̂n orice moment
al mişcării aceeaşi poziţie relativă faţă de corp. Mişcarea de rotaţie plană sau simplă
se mai numeşte şi mişcare de rotaţie ı̂n jurul unei axe fixe. Axa de rotaţie se notează
ı̂n mod curent (∆).

Se consideră un corp solid rigid (S) raportat la un reper triortogonal OXY Z. Repe-
rul mobil se consideră cu originea comună cu reperul fix, astfel ı̂ncât axele QZ ′ şi OZ
să coincidă (Figura V.11):

O ≡ Q, QZ ′ ≡ OZ ≡ (∆). (5.105)
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Figura V.11. Mişcarea de rotaţie plană
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Mişcarea de rotaţie a corpului (S) ı̂n jurul axei fixe (∆) prezintă un grad de libertate:
corpul se poate roti ı̂n jurul axei OZ. Gradul de libertate este exprimat analitic prin
unghiul de poziţie dintre axa fixă OX şi axa mobilă QX ′, notat ϕ.

Mişcarea de rotaţie a corpului (S) este complet determinată dacă se cunoaşte ı̂n
orice moment unghiul de rotaţie:

ϕ = ϕ(t), t ∈ [t0, t1], (5.106)

unde t0 este momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării.
Ecuaţia (5.106) este ecuaţia parametrică a mişcării de rotaţie ı̂n jurul unei axe fixe

sau parametrul cinematic de ordinul zero. Pentru a descrie din punct de vedere fizic
mişcarea, funcţia de timp (5.106) trebuie să fie continuă, uniformă şi cel puţin de două
ori derivabilă pe intervalul de definiţie.

Viteza şi acceleraţia unghiulară a corpului (S) ı̂n mişcare de rotaţie plană sunt
definite de relaţiile (5.89), respectiv (5.90), ı̂n care se ı̂nlocuieşte notaţia θ cu ϕ, prin
analogie cu mişcarea circulară a punctului material şi constituie parametrii cinematici
de ordinul ı̂ntâi, respectiv doi:

ω = ϕ̇ k = ϕ̇ k
′
, ε = ω̇ = ϕ̈ k = ϕ̈ k

′
, (5.107)

notaţiile fiind cele cunoscute din V.1.
Relaţiile de legătură ı̂ntre versorii reperului mobil şi versorii reperului fix, stabilite

pe baza definiţiei produsului scalar, sunt ([12], [20], [30]):
i
′
= i · cosϕ+ j · sinϕ,

j
′
= −i · sinϕ+ j · cosϕ,

k
′
= k,

(5.108)

relaţii care dau versorii mobili ca funcţii de timp prin unghiul de rotaţie ϕ.
Derivând relaţiile (5.108) ı̂n raport cu timpul, se obţine:

i̇
′
= −ϕ̇ i · sinϕ+ ϕ̇ j · cosϕ = ϕ̇ · j′,

j̇
′
= −ϕ̇ i · cosϕ− ϕ̇ j · sinϕ = −ϕ̇ · i′,

k̇
′
= 0.

(5.109)

Se consideră un punct oarecare P aparţinând corpului (S) ı̂n mişcare. Vectorii de
poziţie ai punctului P ı̂n reperul fix şi ı̂n reperul mobil coincid, deoarece reperele au
originea comună:

r = x · i+ y · j + z · k = x′ · i ′ + y′ · j ′ + z′ · k ′ = r ′, (5.110)

unde (x, y, z) sunt coordonatele punctului P ı̂n reperul OXY Z, iar (x′, y′, z′) sunt co-
ordonatele ı̂n reperul QX ′Y ′Z ′.

Viteza punctului P se defineşte prin relaţia (5.13) ı̂n care se ı̂nlocuieşte (5.110):

v =
dr

dt
sau v =

dr ′

dt
· (5.111)
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Conform (5.110) şi (5.111), se obţine

v = x′ · i̇ ′ + y′ · j̇ ′ + z′ · k̇ ′, (5.112)

deoarece x′, y′, z′ sunt constante, conform condiţiei ca reperul mobil să fie solidar legat
de corpul solid rigid (S).

Înlocuind (5.109) ı̂n (5.112), se obţine

v = ϕ̇ x′ · j ′ − ϕ̇ y′ · i ′, (5.113)

expresie care este egală cu dezvoltarea produsului vectorial dintre vectorul viteză unghi-
lară din (5.107) şi vectorul de poziţie al punctului P ı̂n reperul mobil din (5.110):

v = ω × r ′. (5.114)

Relaţia (5.114) reprezintă formula vitezei ı̂n mişcarea de rotaţie ı̂n jurul unei axe fixe.
Conform (5.113), componentele vitezei pe axele reperului mobil sunt:

v′x = −ϕ̇ · y′, v′y = ϕ̇ · x′, v′z = 0. (5.115)

Conform (5.108) şi (5.113), componentele vitezei pe axele reperului fix sunt:

vx = −ϕ̇ x′ · sinϕ− ϕ̇ y′ · cosϕ,

vy = ϕ̇ x′ · cosϕ− ϕ̇ y′ · sinϕ.
(5.116)

Modulul vitezei este

|v| =
√
v′2x + v′2y = |ϕ̇|

√
x′2 + y′2. (5.117)

Acceleraţia punctului P se defineşte prin relaţia (5.16), ı̂n care se ı̂nlocuieşte (5.114):

a =
dv

dt
=

d

dt
(ω × r′). (5.118)

Prin derivarea factorilor, se obţine:

a =
dω

dt
× r′ + ω × dr′

dt
· (5.119)

Derivata vitezei unghiulare reprezintă acceleraţia unghiulară conform (5.107), iar
derivata vectorului de poziţie reprezintă viteza punctului conform (5.111). Rezultă:

a = ε× r′ + ω × v, (5.120)

sau ı̂ncă, ı̂nlocuind viteza conform (5.114):

a = ε× r′ + ω × (ω × r′). (5.121)

Relaţia (5.121) reprezintă formula acceleraţiei ı̂n mişcarea de rotaţie ı̂n jurul unei axe
fixe.
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Conform (5.107), (5.110), (5.113) şi (5.120), componentele acceleraţiei pe axele repe-
rului mobil sunt:

a′x = −ϕ̇2 x′ − ϕ̈ y′, a′y = ϕ̈ x′ − ϕ̇2 y′, a′z = 0. (5.122)

Conform (5.116) şi (5.118), componentele acceleraţiei pe axele reperului fix sunt:

ax =
dvx
dt

, ay =
dvy
dt

, az = 0, (5.123)

ax = −(ϕ̇2 x′ + ϕ̈ y′) cosϕ− (ϕ̈ x′ − ϕ̇2 y′) sinϕ,

ay = −(ϕ̇2 x′ + ϕ̈ y′) sinϕ+ (ϕ̈ x′ − ϕ̇2 y′) cosϕ.
(5.124)

Modulul acceleraţiei este

|a| =
√
a′2x + a′2y =

√
ϕ̇4 + ϕ̈2 ·

√
x′2 + y′2. (5.125)

În mişcarea de rotaţie ı̂n jurul unei axe fixe, câmpurile de viteze şi de acceleraţii
sunt date de relaţiile (5.114) şi (5.121):

P :

{
v = ω × r′

a = ε× r′ + ω × (ω × r′),
(5.126)

unde viteza unghiulară ω şi acceleraţia unghiulară ε sunt definite ı̂n (5.107) cu (5.106),
iar vectorul de poziţie al punctului P ı̂n reperul mobil este definit ı̂n (5.110):

r′ = x′ · i′ + y′ · j′ + z′ · k′. (5.127)

Vectorul de poziţie poate fi descompus ı̂n două componente, normală, respectiv
coliniară, cu axa mişcării:

r′ = r′n + r′c, r′n = x′ · i′ + y′ · j′, r′c = z′ · k′. (5.128)

Înlocuind (5.128) ı̂n produsele vectoriale din (5.126), se obţine:

ω × r′ = ω × r′n, ε× r′ = ε× r′n, (5.129)

deoarece produsul vectorial a doi vectori coliniari este nul.
Înlocuind prima relaţie (5.129) ı̂n dublul produs vectorial din (5.126) şi aplicând

formula de dezvoltare (1.71), rezultă:

ω × (ω × r′) = ω × (ω × r′n) = −ω2r′n, (5.130)

deoarece produsul scalar a doi vectori perpendiculari este nul.
Înlocuind (5.129) şi (5.130) ı̂n (5.126), se obţine:

P :

{
v = ω × r′n
a = ε× r′n − ω2 r′n,

(5.131)

unde r′n este componenta normală pe axa mişcării a vectorului de poziţie al punctului
P cu primele două coordonate ı̂n reperul mobil, definit ı̂n (5.128).
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Observaţia 5.12 În mişcarea de rotaţie ı̂n jurul unei axe fixe, traiectoriile punctelor
sunt cercuri normale pe axa de rotaţie, având centrele pe această axă.

V.2.3. Mişcarea plan–paralelă

Definiţia 5.11 Un corp solid rigid are o mişcare plan–paralelă atunci când o secţiune
plană a acestuia este conţinută ı̂ntr-un plan de referinţă fix, numit plan director al
mişcării.

Mişcarea plan–paralelă este o mişcare compusă dintr-o translaţie plană şi o rotaţie
plană care au loc simultan. Prin translaţie plană se ı̂nţelege modificarea poziţiei
secţiunii plane a corpului ı̂n planul director al mişcării, fiind o translaţie cu două grade
de libertate, spre deosebire de translaţia rectilinie cu un grad de libertate şi translaţia
spaţială cu trei grade de libertate definită ı̂n V.2.1.

Se consideră un corp solid rigid (S) raportat la un reper triortogonal OXY Z şi se
notează (Σ) secţiunea volumului geometric al corpului cu planul OXY . Reperul mobil
se consideră astfel ı̂ncât planele OXY şi Q′X ′Y ′ să coincidă şi axele OZ şi QZ ′ să fie
paralele (Figura V.12):

OXY ≡ QX ′Y ′, OZ ‖ QZ ′. (5.132)
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Figura V.12. Mişcarea plan–paralelă

Mişcarea plan–paralelă a corpului (S) cu planul director OXY prezintă trei grade
de libertate, care sunt gradele de libertate ale secţiunii (Σ) ı̂n planul OXY : translaţiile
pe axele OX, OY şi rotaţia ı̂n jurul axei OZ. Gradele de libertate se exprimă analitic
prin cele două coordonate ale originii mobile ı̂n reperul de referinţă (xQ, yQ), a treia
coordonată fiind zero şi prin unghiul de poziţie dintre axa fixă OX şi axa mobilă QX ′,
notat ϕ.

Mişcarea plan–paralelă a corpului (S) este complet determinată dacă se cunosc ı̂n
orice moment coordonatele carteziene ale polului Q ı̂n reperul de referinţă şi unghiul
de rotaţie. Ecuaţiile parametrice ale mişcării sunt:

xQ = xQ(t), yQ = yQ(t), ϕ = ϕ(t), t ∈ [t0, t1], (5.133)
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unde t0 este momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării, numite şi parametri
cinematici de ordinul zero.

Funcţiile (5.133) satisfac aceleaşi condiţii ca funcţiile (5.99).
Viteza polului Q şi viteza unghiulară se definesc ca ı̂n cazul mişcării de translaţie

(prima relaţie (5.102)), respectiv rotaţie ı̂n jurul unei axe fixe (prima relaţie (5.107)) şi
constituie parametrii cinematici de ordinul ı̂ntâi:

vQ = ẋQ · i+ ẏQ · j, ω = ϕ̇ k = ϕ̇ k
′
. (5.134)

Acceleraţia polului Q şi acceleraţia unghiulară se definesc prin a doua relaţie (5.102),
respectiv a doua relaţie (5.107), şi constituie parametrii cinematici de ordinul doi:

aQ = ẍQ · i+ ÿQ · j, ε = ϕ̈ k = ϕ̈ k
′
. (5.135)

Relaţiile de legătură ı̂ntre versorii reperului mobil şi versorii reperului fix sunt ace-
leaşi ca ı̂n cazul mişcării de rotaţie plană, relaţiile (5.108). Prin inversarea relaţiilor
(5.108), se obţine: 

i = i ′ · cosϕ− j ′ · sinϕ,
j = i ′ · sinϕ+ j ′ · cosϕ,

k = k ′.

(5.136)

Se consideră un punct oarecare P aparţinând corpului (S) ı̂n mişcare plan–paralelă
şi se notează P0 proiecţia punctului pe planul director al mişcării:

PP0 ⊥ QX ′Y ′, P0 ∈ QX ′Y ′. (5.137)

În cazul mişcării plan–paralele, punctele P şi P0 au traiectorii identice (curbe plane),
aceeaşi viteză şi aceeaşi acceleraţie la un moment dat, proprietăţi implicate de definiţia
mişcării. Din acest motiv, studiul cinematic al corpului ı̂n mişcare plan–paralelă se
poate reduce la studiul ı̂n planul director, adică la mişcarea punctului P0.

Se notează r′ vectorul de poziţie al punctului P0 ı̂n reperul mobil:

r′ = QP0 = x′ · i′ + y′ · j′, (5.138)

unde (x′, y′) sunt coordonatele ı̂n reperul QX ′Y ′Z ′, a treia coordonată fiind zero.
Vectorul de poziţie al punctului P0 ı̂n reperul fix este dat de relaţia (legea de variaţie

a coordonatelor la translaţia axelor):

r = OP0 = OQ+QP0 = rQ + r′, (5.139)

unde s-a notat vectorul de poziţie al originii mobile ı̂n reperul de referinţă.
Viteza punctului P0 este definită de relaţia (5.13) ı̂n care se ı̂nlocuieşte (5.139):

v =
dr

dt
=
drQ
dt

+
dr′

dt
= vQ +

dr′

dt
, (5.140)

unde s-a ı̂nlocuit derivata vectorului de poziţie al originii mobile cu viteza, conform
definiţiei.
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Conform cu (5.111), (5.114) şi (5.140), viteza punctului P0 este:

v = vQ + ω × r′. (5.141)

Relaţia (5.141) reprezintă formula vitezei ı̂n mişcarea plan–paralelă.
Conform primei relaţii (5.134) şi (5.136) componentele vitezei polului mobil pe axele

reperului mobil sunt:

vQ :

{
v′Qx = ẋQ · cosϕ+ ẏQ · sinϕ,
v′Qy = −ẋQ · sinϕ+ ẏQ · cosϕ.

(5.142)

Conform (5.114), (5.115), (5.141) şi (5.142), componentele vitezei punctului P0 pe
axele reperului mobil sunt:

v′x = ẋQ · cosϕ+ ẏQ · sinϕ− ϕ̇ y′,
v′y = −ẋQ · sinϕ+ ẏQ · cosϕ+ ϕ̇ x′.

(5.143)

Conform (5.114), (5.116), primei relaţii (5.134) şi (5.141), componentele vitezei
punctului P0 pe axele reperului fix sunt:

vx = ẋQ − ϕ̇ x′ · sinϕ− ϕ̇ y′ · cosϕ,

vy = ẏQ + ϕ̇ x′ · cosϕ− ϕ̇ y′ · sinϕ.
(5.144)

Acceleraţia punctului P0 este definită de relaţia (5.16), ı̂n care se ı̂nlocuieşte (5.141):

a =
dv

dt
=

d

dt
(vQ + ω × r′) = aQ +

d

dt
(ω × r′), (5.145)

unde s-a ı̂nlocuit derivata vitezei originii mobile cu acceleraţia, conform definiţiei.
Conform cu (5.118), (5.121) şi (5.145), acceleraţia punctului P0 este:

a = aQ + ε× r′ + ω × (ω × r′). (5.146)

Observând că vectorii ω din (5.134) şi r′ din (5.138) sunt perpendiculari şi dezvoltând
dublul produs vectorial din (5.146) cu formula (1.71), se obţine

a = aQ + ε× r′ − ω2 · r′. (5.147)

Relaţia (5.147) reprezintă formula acceleraţiei ı̂n mişcarea plan–paralelă.
Conform primei relaţii (5.135) şi (5.136), componentele acceleraţiei polului mobil pe

axele reperului mobil sunt:

aQ :

{
a′Qx = ẍQ · cosϕ+ ÿQ · sinϕ,
a′Qy = −ẍQ · sinϕ+ ÿQ · cosϕ.

(5.148)

Conform (5.121), (5.122), (5.146) şi (5.148), componentele acceleraţiei punctului P0

pe axele reperului mobil sunt:

a′x = ẍQ · cosϕ+ ÿQ · sinϕ− ϕ̇2 x′ − ϕ̈ y′,
a′y = −ẍQ · sinϕ+ ÿQ · cosϕ+ ϕ̈ x′ − ϕ̇2 y′.

(5.149)
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Conform (5.121), (5.124), primei relaţii (5.135) şi (5.146), componentele acceleraţiei
punctului P0 pe axele reperului fix sunt:

ax = ẍQ − (ϕ̇2 x′ + ϕ̈ y′) cosϕ− (ϕ̈ x′ − ϕ̇2 y′) sinϕ,

ay = ÿQ − (ϕ̇2 x′ + ϕ̈ y′) sinϕ+ (ϕ̈ x′ − ϕ̇2 y′) cosϕ.
(5.150)

În mişcarea plan–paralelă, câmpurile de viteze şi de acceleraţii sunt date de relaţiile
(5.141) şi (5.147):

P :

{
v = vQ + ω × r′,
a = aQ + ε× r′ − ω2 r′,

(5.151)

unde viteza polului mobil şi viteza unghiulară sunt definite ı̂n (5.134) cu (5.133),
acceleraţia polului mobil şi acceleraţia unghiulară sunt definite ı̂n (5.135) cu (5.133),
iar vectorul de poziţie al punctului P ı̂n reperul mobil este definit cu primele două
coordonate ı̂n (5.138):

r′ = x′ · i′ + y′ · j′. (5.152)

Observaţia 5.13 Formulele vitezei (5.141) şi acceleraţiei (5.146) sunt general vala-
bile ı̂n cinematica corpului solid rigid. Sunt cunoscute ı̂n literatura de specialitate ca
formulele lui Euler. Formula (5.147) este specifică mişcării plan-paralele.

În mişcarea plan-paralelă a corpului solid rigid se definesc două puncte caracteristice,
polul vitezelor şi polul acceleraţiilor.

V.2.3.a. Polul vitezelor

Definiţia 5.12 Se numeşte pol al vitezelor un punct ı̂n planul director al mişcării
aparţinând secţiunii (Σ) a corpului sau solidar cu aceasta care are viteza nulă la un
moment dat.

Polul vitezelor se notează I şi se mai numeşte centru instantaneu de rotaţie, poziţia
sa fiind variabilă atât ı̂n reperul fix cât şi ı̂n reperul mobil pe timpul mişcării.

Definiţia 5.13 Locul geometric al punctului I ı̂n raport cu reperul fix se numeşte
centroidă fixă.

Definiţia 5.14 Locul geometric al punctului I ı̂n raport cu reperul mobil se numeşte
centroidă mobilă.

Centroida fixă şi centroida mobilă sunt curbe ı̂n planul director al mişcării, tangente
ı̂n punctul I.

Egalând cu zero componentele vitezei pe axele reperului mobil date de (5.143) con-
form condiţiei de definire a polului I rezultă coordonatele acestuia:

C.M. :


x′I =

ẋQ
ϕ̇
· sinϕ− ẏQ

ϕ̇
· cosϕ,

y′I =
ẋQ
ϕ̇
· cosϕ+

ẏQ
ϕ̇
· sinϕ,

(5.153)
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relaţii care reprezintă ecuaţiile parametrice ale locului geometric al punctului I ı̂n repe-
rul mobil, centroida mobilă.

Aplicând relaţiile (5.138) şi (5.139) pentru punctul I, avem

r′I = x′I · i
′
+ y′I · j

′
, rI = rQ + r′I = rQ + x′I · i

′
+ y′I · j

′
= xI · i+ yI · j, (5.154)

unde vectorul de poziţie al originii mobile este dat de relaţia

rQ = xQ · i+ yQ · j, (5.155)

cu coordonatele din (5.133).
Înlocuind (5.108) şi (5.155) ı̂n a doua relaţie (5.154), se obţine

xI = xQ + x′I · cosϕ− y′I · sinϕ,
yI = yQ + x′I · sinϕ+ y′I · cosϕ.

(5.156)

Conform (5.153) şi (5.156), coordonatele polului I ı̂n reperul fix sunt:

C.F. : xI = xQ −
ẏQ
ϕ̇

, yI = yQ +
ẋQ
ϕ̇

, (5.157)

relaţii care reprezintă ecuaţiile parametrice ale locului geometric al punctului I ı̂n repe-
rul fix, centroida fixă.

Dacă ecuaţiile parametrice ale mişcării (5.133) sunt exprimate ı̂n forma

xQ = xQ(ϕ(t)), yQ = yQ(ϕ(t)), ϕ = ϕ(t), t ∈ [t0, t1], (5.158)

cu coordonatele originii mobile ca funcţii compuse de timp prin unghiul de rotaţie,
avem:

ẋQ =
dxQ
dt

= ϕ̇
dxQ
dϕ

, ẏQ =
dyQ
dt

= ϕ̇
dyQ
dϕ
· (5.159)

În această ipoteză, conform (5.153), (5.157) şi (5.159), ecuaţiile parametrice ale
centroidelor sunt:

C.M. :


x′I =

dxQ
dϕ
· sinϕ− dyQ

dϕ
· cosϕ,

y′I =
dxQ
dϕ
· cosϕ+

dyQ
dϕ
· sinϕ,

(5.160)

respectiv,

C.F. : xI = xQ −
dyQ
dϕ

, yI = yQ +
dxQ
dϕ
· (5.161)

Observaţia 5.14 Ca poziţie geometrică, centrul instantaneu de rotaţie se determină la
intersecţia perpendicularelor pe direcţiile vitezelor a două puncte oarecare ale secţiunii
(Σ). Centroidele mişcării plan-palalele pot fi determinate şi ca probleme de loc geo-
metric.



132

V.2.3.b. Polul acceleraţiilor

Definiţia 5.15 Se numeşte pol al acceleraţiilor un punct ı̂n planul director al mişcării
apariţinând secţiunii (Σ) a corpului sau solidar cu aceasta care are acceleraţie nulă la
un moment dat.

Polul acceleraţiilor se notează J şi are caracter instantaneu ca şi polul vitezelor,
poziţia sa fiind variabilă atât ı̂n reperul fix cât şi ı̂n reperul mobil pe timpul mişcării.

Egalând cu zero componentele acceleraţiei pe axele reperului mobil date de (5.149)
conform condiţiei de definire a polului acceleraţiilor şi rezolvând sistemul de două ecua-
ţii cu două necunoscute astfel obţinut rezultă coordonatele polului J pe axele reperului
mobil:

x′J =
ϕ̈ ẍQ + ϕ̇2 ÿQ
ϕ̇4 + ϕ̈2

· sinϕ+
ϕ̇2 ẍQ − ϕ̈ ÿQ
ϕ̇4 + ϕ̈2

· cosϕ,

y′J =
ϕ̈ ẍQ + ϕ̇2 ÿQ
ϕ̇4 + ϕ̈2

· cosϕ− ϕ̇2 ẍQ − ϕ̈ ÿQ
ϕ̇4 + ϕ̈2

· sinϕ.
(5.162)

Aplicând relaţiile (5.156) pentru punctul J , avem:

xJ = xQ + x′J · cosϕ− y′J · sinϕ,
yJ = yQ + x′J · sinϕ+ y′J · cosϕ.

(5.163)

Conform (5.162) şi (5.163), coordonatele polului J ı̂n reperul fix sunt:

xJ = xQ +
ϕ̇2 ẍQ − ϕ̈ ÿQ
ϕ̇4 + ϕ̈2

, yJ = yQ +
ϕ̈ ẍQ + ϕ̇2 ÿQ
ϕ̇4 + ϕ̈2

· (5.164)

Observaţia 5.15 Ca poziţie geometrică, polul acceleraţiilor se determină la intersecţia
dreptelor care fac acelaşi unghi χ cu direcţiile acceleraţiilor a două puncte oarecare ale
secţiunii (Σ), unghi dat de relaţia ([11], [12], [20]):

tgχ =
ε

ω2
=

ϕ̈

ϕ̇2
· (5.165)

V.2.4. Mişcarea elicoidală

Definiţia 5.16 Un corp solid rigid are o mişcare elicoidală atunci când un segment de
dreaptă al acestuia ocupă poziţii pe o axă (dreaptă) fixă ı̂n spaţiu pe timpul mişcării.

Axa care conţine segmentul mobil de dreaptă se numeşte axa mişcării elicoidale şi
poate să nu intersecteze volumul fizic al corpului, fiind solidară cu corpul, adică are
ı̂n orice moment al mişcării aceeaşi poziţie relativă faţă de corp. Mişcarea elicoidală
este o mişcare compusă dintr-o rotaţie ı̂n jurul unei axe fixe şi o translaţie rectilinie pe
aceeaşi axă care au loc simultan. Axa comună de rotaţie şi de translaţie se notează ı̂n
mod curent (∆). Mişcarea se numeşte elicoidală deoarece segmentul de dreaptă care
uneşte un punct al corpului cu un punct de pe axa mişcării descrie o suprafaţă numită
elicoidală sau elicoid ([26], [27], [29]).
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Se consideră un corp solid rigid (S) raportat la un reper triortogonal OXY Z. Repe-
rul mobil se consideră astfel ı̂ncât axele QZ ′ şi OZ să coincidă (Figura V.13):

QZ ′ ≡ OZ ≡ (∆). (5.166)
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Figura V.13. Mişcarea elicoidală

Mişcarea elicoidală a corpului (S) pe axa fixă (∆) prezintă două grade de libertate:
corpul se poate roti ı̂n jurul axei OZ şi se poate transla pe aceeaşi axă. Gradele de
libertate se exprimă analitic prin cota originii mobile ı̂n reperul de referinţă (zQ), primele
două coordonate fiind nule şi prin unghiul de poziţie dintre axa fixă OX şi axa mobilă
QX ′, notat ϕ.

Mişcarea elicoidală a corpului (S) este complet determinată dacă se cunosc ı̂n orice
moment cota polului Q ı̂n reperul de referinţă şi unghiul de rotaţie. Ecuaţiile para-
metrice ale mişcării sunt:

zQ = zQ(t), ϕ = ϕ(t), t ∈ [t0, t1], (5.167)

unde t0 este momentul iniţial şi t1 momentul final al mişcării, numite şi parametri
cinematici de ordinul zero.

Funcţiile (5.167) satisfac aceleaşi condiţii ca funcţiile (5.99).
Viteza polului Q şi viteza unghiulară se definesc ca ı̂n cazul mişcării de translaţie

(prima relaţie (5.102)), respectiv rotaţie ı̂n jurul unei axe fixe (prima relaţie (5.107)) şi
constituie parametrii cinematici de ordinul ı̂ntâi:

vQ = żQ · k = żQ · k
′
, ω = ϕ̇ k = ϕ̇ k

′
. (5.168)

Acceleraţia polului Q şi acceleraţia unghiulară se definesc prin a doua relaţie (5.102),
respectiv a doua relaţie (5.107) şi constituie parametrii cinematici de ordinul doi:

aQ = z̈Q · k = z̈Q · k ′, ε = ϕ̈ k = ϕ̈ k ′. (5.169)
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Relaţiile de legătură ı̂ntre versorii reperului mobil şi versorii reperului fix sunt ace-
leaşi ca ı̂n cazul mişcării de rotaţie ı̂n jurul unei axe fixe, relaţiile (5.108), respectiv
(5.136).

Se consideră un punct oarecare P aparţinând corpului (S) ı̂n mişcare elicoidală.
Vectorul de poziţie al punctului P ı̂n reperul mobil este:

r′ = QP = x′ · i′ + y′ · j′ + z′ · k′, (5.170)

unde (x′, y′, z′) sunt coordonatele ı̂n reperul QX ′Y ′Z ′.
Vectorul de poziţie al punctului P ı̂n reperul fix este dat de relaţia (legea de variaţie

a coordonatelor la translaţia axelor):

r = OP = OQ+QP = rQ + r′, (5.171)

unde s-a notat vectorul de poziţie al originii mobile ı̂n reperul de referinţă.
Viteza punctului P este definită de relaţia (5.13) ı̂n care se ı̂nlocuieşte (5.171):

v =
dr

dt
=
drQ
dt

+
dr′

dt
= vQ +

dr′

dt
, (5.172)

unde s-a ı̂nlocuit derivata vectorului de poziţie al originii mobile cu viteza, conform
definiţiei.

Conform cu (5.111), (5.114) şi (5.172), viteza punctului P este

v = vQ + ω × r′. (5.173)

Relaţia (5.173) reprezintă formula vitezei ı̂n mişcarea elicoidală.
Conform (5.114), (5.115), primei relaţii (5.168) şi (5.173), componentele vitezei pe

axele reperului mobil sunt:

v′x = −ϕ̇ · y′, v′y = ϕ̇ · x′, v′z = żQ. (5.174)

Conform (5.114), (5.116), primei relaţii (5.168) şi (5.173), componentele vitezei pe
axele reperului fix sunt:

vx = −ϕ̇ x′ · sinϕ− ϕ̇ y′ · cosϕ,
, vz = żQ.

vy = ϕ̇ x′ · cosϕ− ϕ̇ y′ · sinϕ
(5.175)

Modulul vitezei este

|v| =
√
v′2x + v′2y + v′2z =

√
ϕ̇2(x′2 + y′2) + ż2

Q . (5.176)

Acceleraţia punctului P este definită de relaţia (5.16), ı̂n care se ı̂nlocuieşte (5.173):

a =
dv

dt
=

d

dt
(vQ + ω × r′) = aQ +

d

dt
(ω × r′), (5.177)

unde s-a ı̂nlocuit derivata vitezei polului mobil cu acceleraţia, conform definiţiei.



135

Conform cu (5.118), (5.121) şi (5.177), acceleraţia punctului P este

a = aQ + ε× r′ + ω × (ω × r′). (5.178)

Relaţia (5.178) reprezintă formula acceleraţiei ı̂n mişcarea elicoidală.
Pentru formulele (5.173) şi (5.178) este valabilă Observaţia 5.13.
Conform (5.121), (5.122), primei relaţii (5.169) şi (5.178), componentele acceleraţiei

pe axele reperului mobil sunt:

a′x = −ϕ̇2 x′ − ϕ̈ y′, a′y = ϕ̈ x′ − ϕ̇2 y′, a′z = z̈Q. (5.179)

Conform (5.121), (5.124), primei relaţii (5.169) şi (5.178), componentele acceleraţiei
pe axele reperului fix sunt:

ax = −(ϕ̇2 x′ + ϕ̈ y′) cosϕ− (ϕ̈ x′ − ϕ̇2 y′) sinϕ

ay = −(ϕ̇2 x′ + ϕ̈ y′) sinϕ+ (ϕ̈ x′ − ϕ̇2 y′) cosϕ,

az = z̈Q.

(5.180)

Modulul acceleraţiei este

|a| =
√
a′2x + a′2y + a′2z ,

|a| =
√

(ϕ̇2 x′ + ϕ̈ y′)2 + (ϕ̈ x′ − ϕ̇2 y′)2 + z̈2
Q .

(5.181)

În mişcarea elicoidală câmpurile de viteze şi de acceleraţii sunt date de relaţiile
(5.173) şi (5.178):

P :

{
v = vQ + ω × r′,
a = aQ + ε× r′ + ω × (ω × r′),

(5.182)

unde viteza polului mobil şi viteza unghiulară sunt date de (5.168) cu (5.167), acceleraţia
polului mobil şi acceleraţia unghiulară sunt date de (5.169) cu (5.167), iar vectorul de
poziţie al punctului P ı̂n reperul mobil este definit ı̂n (5.170):

r′ = x′ · i′ + y′ · j′ + z′ · k′. (5.183)

Ca şi ı̂n cazul mişcării de rotaţie ı̂n jurul unei axe fixe, viteza şi acceleraţia se pot
exprima prin relaţiile:

P :

{
v = vQ + ω × r′n,
a = aQ + ε× r′n − ω2 r′n,

(5.184)

unde r′n este componenta normală pe axa mişcării a vectorului de poziţie al punctului
P cu primele două coordonate ı̂n reperul mobil:

r′n = x′ · i′ + y′ · j′. (5.185)
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Observaţia 5.16 Formulele (5.182) sunt general valabile ı̂n cinematica corpului solid
rigid. Sunt cunoscute ı̂n literatura de specialitate ca formulele lui Euler. Formulele
(5.184) sunt specifice mişcării elicoidale.

Observaţia 5.17 În mişcarea elicoidală, traiectoriile punctelor sunt elici cilindrice cir-
culare având raza egală cu distanţa de la punct la axa mişcării.

Observaţia 5.18 Un caz particular al mişcării elicoidale este mişcarea de şurub, atunci
când ı̂ntre parametrii mişcării (zQ şi ϕ) există o dependenţă liniară

zQ =
p

2π
· ϕ+ z0, (5.186)

unde p şi z0 sunt constante reale.
Mişcarea de şurub are un singur grad de libertate şi este mişcarea cuplei cinematice

şurub–piuliţă (IV.2.3).
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[5] M. Bercovici, Ş. Rimer, A. Triandaf, Culegere de probleme de geometrie analitică
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